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CAPITULO I

Nocoes de Logica

I. Proposicao

1. Chama-se proposicdo ou sentenca toda oragdo declarativa que pode ser
classificada em verdadeira ou em falsa.

Observemos que toda proposi¢do apresenta trés caracteristicas obriga-
torias:

1?) sendo oracgdo, tem sujeito e predicado;

22) ¢ declarativa (n3o ¢é exclamativa nem interrogativa);

32) tem um, e somente um, dos dois valores 1dgicos: ou é verdadeira ( V)
ou ¢ falsa (F).

Exemplos

Sdo proposigdes:

a) Nove é diferente de cinco. (9 # 5)

b) Sete é maior que trés. (7 > 3)

¢) Dois é um nimero inteiro. 2 € Z)

d) Trés é divisor de onze. (3111)

e) Quatro vezes cinco é igual a vinte. (4 - 5 = 20)

Dessas proposi¢des, todas sao verdadeiras exceto d.



NOCOES DE LOGICA

Nao sdo consideradas proposigdes as frases:

f) Trés vezes cinco mais um. (3 - 5 + 1)

g) A raiz quadrada de dois é numero racional? (VE €Q?)
h) O triplo de um nimero menos um € igual a onze. 3x — 1 = 11)

A frase fndo tem predicado, a frase g € interrogativa e a frase # nao pode
ser classificada em verdadeira ou falsa.

II. Negacao

2. A partir de uma proposi¢do p qualquer, sempre podemos construir ou-
tra, denominada negacdo de p e indicada com o simbolo ~ p.

Exemplos

a) p: Nove ¢é diferente de cinco. (9 # 5)
~ p: Nove € igual a cinco. (9 = 5)
b) p: Sete é maior que trés. (7 > 3)
~ p: Sete é menor ou igual a trés. (7 < 3)
¢) p: Dois é um numero inteiro. 2 € Z)
~ p: Dois ndo é um nimero inteiro. 2 & Z)
d) p: Trés é divisor de onze. (3111)
~ p: Trés ndo € divisor de onze. (3/11)
e) p: Quatro vezes cinco ¢ igual a vinte. (4 - 5 = 20)
~p: Quatro vezes cinco ¢é diferente de vinte. (4 - 5 # 20)

Para que ~ p seja realmente uma proposi¢cdo devemos ser capazes de
classifica-la em verdadeira ( V) ou falsa (F). Para isso vamos postular (decre-
tar) o seguinte critério de classificagdo:

A proposi¢do ~ p tem sempre o valor oposto de p, isto é, ~ p é ver-
dadeira quando p € falsa e ~ p é falsa quando p é verdadeira.

Esse critério estd resumido na tabela ao lado, p )
denominada fabela-verdade da proposi¢do ~ p.

v F
F \%

Assim, reexaminando os exemplos anteriores, temos que ~ p é verdadei-
ra no exemplo d e ~ p é falsa nos demais.

2
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EXERCICIOS

1. Quais das sentencas abaixo s3o proposi¢cdes? No caso das proposicdes, quais sdo
verdadeiras?

a)5-4=20 1l +3#1+6
b)5-4=3 £ 2° > 2
)2+7-3=5-4+3 23+4>0
d5@+1)=5-3+5-1 h) 11-4.2

2. Qual é a negacdo de cada uma das seguintes proposicdes? Que negacdes sdo verda-
deiras?

a)3.7 =21 1\’ 1\3

b)3-(11-7)#5 e)(3)<(2)

©3-2+1>4 )2 <1

d)5-7-2<5-6 g (-4 =27
h) 317

IIl. Proposicdo composta — Conectivos

A partir de proposi¢des dadas podemos construir novas proposi¢des me-
diante o emprego de dois simbolos légicos chamados conectivos: conecti-
vo A (Ié-se: e) e o conectivo v (Ié-se: ou).

3.  Conectivo A

Colocando o conectivo A entre duas proposi¢cdes p € g, obtemos uma
nova proposi¢do, p A g, denominada conjun¢do das sentengas p € q.

Exemplos
1) p:2>0
a2 #1
PAQG2>0e 2#1
29 p: 2. < =1

qQ: (=2¢ < (-1
PAQ-2<-1c¢e (-2)?<(-1)



NOCOES DE LOGICA

39 p:
q:
p
4°) p:

q:
P

um quadrado de lado ¢ tem diagonal 2a
um quadrado de lado a tem drea a?
A q: um quadrado de lado a tem diagonal 2a e drea a?

215 (2 é divisor de 5)
315 (3 € divisor de 5)
A q: 215 e 315 (2 e 3 sdo divisores de 5)

Vamos postular um critério para estabelecer o valor 16gico (V ou F) de
uma conjungdo a partir dos valores ldgicos (conhecidos) das proposi¢des p e g:

A conjuncdo p A g € verdadeira se p e g sao ambas verdadeiras;
se ao menos uma delas for falsa, entdo p A g é falsa.

Esse critério esta resumido na ta- p q PAQ
bela ao lado, em que sdo examinadas to-
das as possibilidades para p e g. Essa ta- Yiv v
bela é denominada tabela-verdade da ¥ f’ g
roposicaop A q.
proposicaop q F F F

Reexaminando os exemplos anteriores, temos:

1°) p:
q:

2>0 (V)
2#1 (V)

entao:

p

2%) p:
q:

Aq:2>0e2%1 (V)

2<-1 V)
(27 < (-1 (F)

entdo:

P

32) p:
q:

AQg-2<-1c¢e (2¢< (-1 (F)

um quadrado de lado « tem diagonal 2¢ (F)
um quadrado de lado @ tem drea a? (V)

entao:

p

4°) p:
q:

A q: um quadrado de lado @ tem diagonal 2a e drea a? (F)

215 (F)
315 (F)

entao:

p

A q: 215 e 315 (F)
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4. Conectivo v

Colocando o conectivo v entre duas proposi¢des p e ¢, obtemos uma
nova proposi¢ao, p v ¢, denominada disjun¢do das sentencas p e q.

Exemplos

19) p: 5 > 0 (cinco é maior que zero)
g: 5 > 1 (cinco é maior que um)
pvag 5>00us>1(cinco ¢ maior que zero ou maior que um)
2%) = 3 (trés € igual a trés)
<3 (tré ¢ menor que trés)
q: 3 < 3 (trés é menor ou igual a trés)

<ww

p:
q:
p
39) 10 é numero primo

: 10 é nimero composto
v q: 10 é nimero primo ou numero composto

T

49) p: 3¢ < 26
2 < (-3)

V-3t 28 on 22 (S3)

¢ Qg

Vamos postular um critério para decidir o valor légico (¥ ou F) de uma
disjuncdo a partir dos valores 16gicos (conhecidos) das proposicoes p e g:

A disjuncdo p v g é verdadeira se ao menos uma das proposigoes
p ou g é verdadeira; se p e ¢ sao ambas falsas, entdo p v g é falsa.

Esse critério estd resumido na ta- P|lal pvag
bela ao lado, denominada tabela-verda- A %
de da proposicdo p v q.

proposicao p q v F v
S B g A%
F F F

Revendo os exemplos anteriores, temos:

1) p:5>0 (V)
g s>1 (¥)
entao:
pvag5>0o0us5>1 (V)
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29 p: 3 =3 (V)
qg:3<3 (F)
entao:

Pvqg3I<<i V)

39) p: 10 é nimero primo (F)
q: 10 é numero composto (V)
entao:
p v gq: 10 é nimero primo ou composto (V)

4°) p: 3* < 28 (F)
q: 22 < (-3)y (F)
entao:
pVvQq 3#<2 ou 22<(-3)y (F)

EXERCICIO

3. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das seguintes proposi¢des compostas:
SRR LR R 9+ <3 ou sin
b)3>1 ou 3=1 2 4
c) 214 ou 214+ 1) f) (—_1)6 ==1 e 2°< (-2
d35+2)=3-5+3-2 ¢ 317 g) V16 =6 ou mdc(4,7) =2

IV. Condicionais

Ainda a partir de proposi¢des dadas podemos construir novas proposi-
¢Oes mediante o emprego de outros dois simbolos 16gicos chamados condicio-
nais: o condicional se ... entdo ... (simbolo: —) e o condicional ... se, e somen-
te se, ... (simbolo: <).

5. Condicional =

Colocando o condicional — entre duas proposi¢des p e g, obtemos uma
nova proposi¢do, p = ¢, que se l1&: “‘se p, entdo g”’, ‘‘p é condicao necessaria
para q’’, ‘“‘q é condicdo suficiente para p’’.

6
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No condicional p — g, a proposicdo p ¢ chamada antecedente e g é cha-
mada conseqiiente.

Exemplos

1°) p: dois é divisor de quatro (214)
q: quatro é divisor de vinte (4120)
p — q: se dois é divisor de quatro, entdo quatro é divisor de vin-
te (214 - 4120)

2?) p: dois vezes cinco ¢ igual a dez (2 - 5 = 10)
q: trés é divisor de dez (3110)
p — q: se dois vezes cinco € igual a dez, entdo trés é divisor de
dez 2 -5 = 10— 3110)

39) p: cinco é menor que dois (5 < 2)
q: dois é numero inteiro (2 € Z)
p — q: se cinco € menor que dois, entdo dois € nimero inteiro
5<2-2€2)

4°) p: um meio é menor que um tergco % < %)

q: trés € igual a cinco (3 = 95)
P — q: se um meio é menor que um tergo, entdo trés é igual a
. 1 1
cinco [——- < ——=>3 =35
;<t-a=g)
Vamos postular um critério de classificacdo para a proposicdo p — g ba-
seado nos valores légicos de p e g:

O condicional p — ¢ é falso somente quando p é verdadeira e g é
falsa; caso contrario, p — g € verdadeiro.

Esse critério estd resumido na ta- Pl q P—>q
bela ao lado, denominada tabela- P ¥/ i
verdade da proposi¢do p — q.
proposig¢ao p q v F F
S A"
F | F \%

Revendo os exemplos dados, temos:

1) péVeqéV, entdio p—>qé V.
2°) péVeqéF, entado p—>q¢éF.
39) péFeqéV, entdio p—>qé V.
4°) pé FeqéF, entdio p—>qé V.
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6. Condicional <

Colocando o condicional < entre duas proposicoes p € g, obtemos uma
nova proposi¢do, p < g, que se 1&: “p se, e somente se, ¢’’, ‘“‘p é condicdo
bR (X3

necessaria e suficiente para g’’, ‘‘q é condi¢do necessaria e suficiente para p”’
ou ‘‘se p, entdo g e reciprocamente’’.

Exemplos

19y p: 2112
q: 2-7112 -7
peq 2112<2-7112-7
3 6

o g o o M
2.)p.2 a

32) p: 6. =1273
qg:3-6 =18
p<q:6=12:3<3.6 =18

49) p: 4 < 3
qQ4-5<3-5
peq4<3<4-5<3-5

Vamos postular para o condicional p < ¢ o seguinte critério de classi-
ficacdo:

O condicional <> ¢ verdadeiro somente quando p e g sdo ambas ver-
dadeiras ou ambas falsas; se isso nao acontecer, o condicional < ¢ falso.

Assim a tabela-verdade da propo- pEitg pP<q
sicdo p < g ¢ a que esta ao lado.
¢ao p = gq q v v v
Vil N F
F ¥ F
F | F A

Revendo os exemplos dados, temos:

19)péVeqéV, entdio p=qeé V.
2°) péVeqéF, entdio p<qéF.
39) pé FeqéV, entdo p<q¢éF.
4°) péFeqéF, entdo p<=qé V.
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EXERCICIOS

4. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das proposi¢des abaixo.
a)2-1=1-5+7=3-4 e) 218 > mmc (2, 8) = 2
b) 22 =4 (22 =4 f)6<2<6-22>20
¢0)5+7-1=10->3-3=9

o . 92<2.3.7=2.5
d) mdc (3, 6) = 1 < 4 é numero primo 5

7

5. Admitindo que p e g sdo verdadeiras e r ¢ falsa, determine o valor (¥ ou F) de cada
proposi¢ao abaixo.

a)p—>r e)p—>(@—>r1)
b) pegq f)p—>@vr
c)r—>p g) vp g
d (pvregq h) vnper

6. Sendo a proposi¢do p — (r v s) falsa e a proposicdo (g A ~s) < p verdadeira,
classifique em verdadeira ou falsa as afirmacdes p, g, r e s.

V. Tautologias

/. Seja v uma proposicdo formada a partir de outras (p, g, 7, ...) mediante
o emprego de conectivos (v ou A ) ou de modificador (~) ou de condicionais
(— ou <). Dizemos que v é uma tautologia ou proposicdo logicamente verda-
deira quando v tem o valor légico V (verdadeira) independentemente dos valo-
res légicos de p, g, etc.

Assim a tabela-verdade de uma tautologia v apresenta sé ¥ na coluna de v.

Exemplos

1?) (o A ~p)— (g v p) é uma tautologia, pois:

p q ~p | P A D qvp | (®A~p)—>(QqvVDp
\' \Y F F \' Y
\' F F F v \Y
F \' Y F \'% v
F F \'% F F v
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2°) ~(@ A @) < (~p v ~g) é uma tautologia, pois:

PAqQ{~PAQ@|~p|~q|~pV~g|~pPArqg < (vpVrg)

<< (S
Mg < |2
oy e e 5 118
<<<MT
<< Ry
<M <01
<<
4 < <E

VI. Proposicdes logicamente falsas

5. Sejafuma proposicdo formada a partir de outras (p, g, r, ...) mediante
o emprego de conectivos (v ou A ).ou de modificador (~) ou de condicionais
(= ou <). Dizemos que f é uma proposi¢cdo logicamente falsa quando f tem
o valor 16gico F (falsa) independentemente dos valores 1dgicos de p, g, etc.

Assim, a tabela-verdade de uma proposicao logicamente falsa f apresen-
ta s6 F na coluna de f.

Exemplos

1°) p A ~p é proposi¢do logicamente falsa, pois:

Y g b A ~p

B
F

) <
ool

2) (p v Y@< (~p A Q)

~p|l~qfpvVv ~g|~pAaqgi(PvVv ~q = (~p A Q)

mm<<|o
< < R
<<
<<
<m<<
Lo 5 [l s il 5
b s il sl 5 Wl 3|

10
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VII. Relacao de implicacao

9. Dadas as proposicdes p e g, dizemos que “‘p implica ¢’’ quando na tabela
de p e g ndo ocorre VF em nenhuma linha, isto €, quando ndo temos simulta-
neamente p verdadeira e g falsa.

Quando p implica g, indicamos p = gq.

Observacoes
1%) Notemos que p implica ¢ quando o condicional p — g é verdadeiro.
2%) Todo teorema ¢ uma implicacdo da forma

hipdtese = tese

Assim, demonstrar um teorema significa mostrar que ndo ocorre o caso
de a hipotese ser verdadeira e a tese falsa.

Exemplos

19) 214 = 214 -5
significa dizer que o condicional ‘‘se 2 é divisor de 4, entdo 2 é divisorde 4 - 5’
¢é verdadeiro.

29) p € positivo e primo = mdc (p, p?) = p
quer dizer que o condicional ‘‘se p € numero primo e positivo, entdao o0 maximo
divisor comum de p e p? é p’’ é verdadeiro.
p

VIII. Relacao de equivaléncia

10. Dadas as proposi¢des p e g, dizemos que “‘p é equivalente a ¢’’ quando
p € g tém tabelas-verdades iguais, isto ¢, quando p e ¢ tém sempre 0 mesmo
valor ldgico.

Quando.p € equivalente a ¢, indicamos: p & gq.
Observacoes

1?) Notemos que p equivale a g quando o condicional p <> g é verdadeiro.

2%) Todo teorema, cujo reciproco também ¢é verdadeiro, é uma equiva-
léncia.

hipdtese & tese

11
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Exemplos

1?) (p—~>q & (~q—> ~p)

B e el e i S O T o)
V|V \4 F F v
Yy L F F \ F F
F | V v F v \/
F | F \' ' v v

2%) 218 & mdc (2, 8) = 2 significa dizer que é verdadeiro o bicondicio-
nal ‘2 é divisor de 8 se, e somente se, 0 maximo divisor comum de 2e 8¢ 2.

EXERCICIOS

7. Verifique, por meio das tabelas-verdades, a validade das equivaléncias abaixo.

a) da conjuncdo ¢) da conjuncdo relativamente & disjungdo
PAQe®QqQAD prA@vne@EPaqvVv@ar
PArgQ arepa(gar pv@@arnepPvagar@Evr
PADP®D pAr(Pv@ep
PAVeD pvArqgep
pafef

b) da disjun¢édo d) da negacgdo
pvgeqvp ~(vp) © p
Pvgvrepvi(@vr ~({p A Qe ~p VvV g
Ppvpep ~({p v g e vp A g

pvvev
pvfifep

em que p, g, r sdo proposi¢cdes quaisquer, v é uma tautologia e f uma proposi¢do

logicamente falsa.

IX. Sentencas abertas, quantificadores

11. H4 expressdes como:

ayx+1=7
b) x > 2
c) x3 = 2x2

12




NOCOES DE LOGICA

que contém variaveis e cujo valor légico (verdadeira ou falsa) vai depender do
valor atribuido a varidvel.

Nos exemplos citados temos:

a) x + I = 7¢é verdadeira se trocarmos x por 6 e é falsa para qualquer outro
valor dado a x;

b) x > 2 é verdadeira, por exemplo, para x = 0;
¢) x? = 2x? é verdadeira se trocarmos x por 0 (0° = 2-0°) ou
2(23 = 2. 2?) e é falsa para qualquer outro valor dado a x.

Oragdes que contém varidveis sdo chamadas funcdes proporcionais ou
sentencas abertas. Tais oragdes ndo sdo proposicoes pois seu valor logico (V
ou F) é discutivel, dependem do valor dado as varidveis.

Ha, entretanto, duas maneiras de transformar senten¢as abertas em pro-
posicoes:

12) atribuir valor as variaveis
2?) utilizar quantificadores.

12. O quantificador universal

O quantificador universal, usado para transformar sentencas abertas em
proposigdes, € indicado pelo simbolo ¥, que se I&: ‘“‘qualquer que seja’’, ‘‘para
todo’’, ‘‘para cada’’.

Exemplos

1°) (#x)(x + I = 7), que se lé:
““‘qualquer que seja o numero x, temos x + / = 7. (Falsa)
292) (wx)(x? = 2x?), que se lé:
‘‘para todo numero x, x° = 2x?”’. (Falsa)
39) (va) (@ + 1Y = a? + 2a + 1), que se lé:
‘‘qualquer que seja o numero a, temos (a+ 1)y’ =a’+ 2a+ 1”°. (Verdadeira)
4°) (Wy)(y? + 1 > 0), que se lé:
“para todo numero y, temos y? + I positivo’’. (Verdadeira)

13. O quantificador existencial

O quantificador existencial é indicado pelo simbolo 3, que se 1&: ‘‘existe”’,
‘“‘existe pelo menos um’’, ‘‘existe um”’.

13
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Exemplos
19) @ x)(x + I = 7), que se l&:
‘‘existe um numero x tal que x + I = 7.  (Verdadeira)

29) (3 x)(x? = 2x?), que se lé:
‘‘existe um numero x tal que x° = 2x2”’.  (Verdadeira)

39) (Fa)(a? + 1 < 0), que se lé:
‘‘existe um numero a tal que @? + 1 € ndo positivo’’.  (Falsa)

4°) (3Im)(m(m + 1) # m? + m), que se lé:
‘‘existe pelo menos um numero m tal que m(m+1) #m?+ m’’. (Falsa)

14. Algumas vezes utilizamos também outro quantificador: 31, que se [é:
‘‘existe um unico’’, ‘‘existe um e um sO’’, ‘‘existe sé um’’.

Exemplos
19) 3lx)(x + 1 = 7), que se lé:
“‘existe um sO numero x tal que x + 1 = 7”°. (Verdadeira)

2%) (3lx)(x? = 2x?), que se 1&:
“‘existe um sO numero x tal que x° = 2x?”’. (Falsa)

39) 3lx)(x + 2 > 3), que se l&:
‘‘existe um s6 numero x tal que x + 2 > 3”’. (Falsa)

EXERCICIO

8. Transforme as seguintes sentencas abertas em proposi¢oes verdadeiras usando quan-
tificadores:

a) x2—-5x +4=0 e) —(—x) = x
b)y(a+ )(@a—1) =a*—-1 f) 5a + 4 < 11
¥ oY o 2 —
c)3~l~4;-rf7 g) Vx X
5
d)m?+9%m+3 h 22 =a-1

14
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X. Como negar proposicoes

J4 vimos o que é a negagdo de uma proposicdo simples, no item II deste
capitulo.

Vamos destacar aqui resultados obtidos no exercicio 7, os quais consti-
tuem processos para negar proposi¢des compostas e condicionais.

15. Negagdo de uma conjuncdo

Tendo em vista que "v(p A q) & ~up v rug, podemos estabelecer que
a negacdo de p A g é a proposi¢do rup v rug.

Exemplos

19) p:a=#0
qg:b#0
parqga#0eb#0
np Aq:a=0o0ub=20

29) p: 214
q: 319
P A Q214 e 319
P A g: 244 ou 349

16. Negacdo de uma disjuncdo

Tendo em vista que ru(p v q) & (rup A rugq), podemos estabelecer que
a negacdo de p v g € a proposi¢cdo "up A nug.

Exemplos

1) p: o tridngulo ABC ¢ isoOsceles
q: o tridngulo ABC ¢ equilatero
p v q: o tridngulo ABC ¢ isésceles ou equildtero
nu(p v q): o tridngulo ABC néo ¢ isosceles e ndo € equildtero

=0oub=20

0
0
a
q:a#0¢e b#0

15
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17. Negacdo de um condicional simples

Ja que u(p = q) © p A rug, podemos estabelecer que a negacdo de
p — g € a proposi¢do p A rug.

Exemplos

1) p:2€”Z
g 2€@
p—>q2€EZ-2€Q
vp—=qr2EZ e 2€¢Q

29) p: 5% = (—5)?
o
p—>q: 5= (5P->5=-5
np—=q): 2=(052 e 5# -5

18. Negacdo de proposicées quantificadas

a) Uma sentenca quantificada com o quantificador universal, do tipo
(% x) (p(x)), é negada assim: substitui-se o quantificador pelo existencial e nega-
se p(x), obtendo: (Ax) (rup(x)).

Exemplos

19) sentenga: (¥x) (x + 3 = 5)
negacdo: (Ax) x + 3 # 9)

29) sentenga: (¥x) x(x + 1) = x* + x)
negacdo: (Ix) x(x + 1) # x* + X)

39) sentenca: (WX) (vx2 + 1 =x + 1)
negacdo: (Ax) (x> + 1 #x + 1)

4°) sentenca: Todo losango é um quadrado.
negacdo: Existe um losango que nido é quadrado.

b) Uma sentenca quantificada com o quantificador existencial, do tipo
(3x) (p(x)), é negada assim: substitui-se o quantificador pelo universal e nega-
se p(x), obtendo: (¥x) (rup(x)).

Exemplos

19) sentenca: (Ix) (x = x)
negagdo: (¥x) X # Xx)

16
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2°9) sentenca: (3Ja) (a - % = %)
1 1
Fagheir < Sim—
<)

negacgdo: (¥ a) (a +
39) sentenga: (3 a) (

a

i
negacio: (¥ a) (— ¢ IR>

EXERCICIOS

9. Diga qual é a negag@o de cada proposi¢do abaixo.
a) mdc (2,3) =1 ou mmc (2, 3) # 6

3 6 . .
b)5——10 ou 3-10#6-5
3
C)7216—32—7

d 2=4->J4=2

€ (-37 = 99 = -3

f)2<5—>3g5?

g) (WX) (x > 2> 3*> 32

h) @) (x < 0)

i) Todo numero inteiro primo é impar.

j) Todo tridngulo isdsceles é equildtero.

k) Existe um losango que ndo é quadrado.

1) Existe um numero cuja raiz quadrada é zero.
m) Todo tridngulo que tem trés dngulos congruentes tem trés lados congruentes.

10. Classifique em V ou F as negagOes construidas no exercicio anterior.




CAPITULO 1I

Conjuntos

Faremos aqui uma revisdo das principais no¢des da teoria dos conjuntos,
naquilo que importa a Matematica Elementar. Em seguida usaremos essas no-
¢des para apresentar os principais conjuntos de numeros.

I. Conjunto — Elemento — Pertinéncia

19. Na teoria dos conjuntos trés nogdes sdo aceitas sem defini¢do, isto é, sdo
consideradas nog¢des primitivas:

a) conjunto
b) elemento
¢) pertinéncia entre elemento e conjunto

A nog¢do matematica de conjunto € praticamente a mesma que se usa na
linguagem comum: é o mesmo que agrupamento, classe, cole¢do, sistema. Eis
alguns exemplos:

1) conjunto das vogais

2) conjunto dos algarismos romanos

3) conjunto dos numeros impares positivos

4) conjunto dos planetas do sistema solar

5) conjunto dos numeros primos positivos

6) conjunto dos naipes das cartas de um baralho
7) conjunto dos nomes dos meses de 37 dias

18



CONJUNTOS

Cada membro ou objeto que entra na formagdo do conjunto é chamado
elemento. Assim, nos exemplos anteriores, temos os elementos:

1) a,e, i,0,u

2)L,V,X,L,C,D,M

3 1,3,5 7,9, 11, ...

4) Mercurio, Vénus, Terra, Marte, ...

5) 2,3,5,7,11, 13, ...

6) paus, ouros, copas, espadas

7) janeiro, marco, maio, julho, agosto, outubro, dezembro

No exemplo 3, cada numero impar € elemento do conjunto dos nimeros
impares, isto €, pertence ao conjunto. Em particular, 5 pertence ao conjunto
dos nimeros impares e 2 ndo pertence.

Um elemento de um conjunto pode ser uma letra, um nimero, um nome,
etc. E importante notar que um conjunto pode ser elemento de outro conjun-
to. Por exemplo, o conjunto das selegdes que disputam um campeonato mun-
dial de futebol é um conjunto formado por equipes que, por sua vez, sao con-
juntos de jogadores.

Indicamos um conjunto, em geral, com uma letra maiudscula, A4, B, C, ...,
e um elemento com uma letra minuscula, a, b, ¢, d, x, , ... .

Sejam 4 um conjunto e x um elemento. Se x pertence ao conjunto A,
€screvemos:

X EA

Para indicar que x n3o € elemento do conjunto A, escrevemos:
x ¢ A

E habitual representar um conjun-
to pelos pontos interiores a uma linha A
fechada e nao entrelacada. Assim, na re-
presentacdo ao lado temos:

aEAbDEA e d€&A.

No caso de usarmos um circulo
para representar um conjunto, estare-
mos usando o assim chamado diagrama A
de Euler-Venn.

19
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II. Descricdao de um conjunto

Utilizamos dois recurses principais para descrever um conjunto e seus ele-
mentos: enumeramos (citamos, escrevemos) os elementos do conjunto ou da-
mos uma propriedade caracteristica dos elementos do conjunto.

20. Descricdo pela citacdo dos elementos

Quando um conjunto ¢ dado pela enumeracdo de seus elementos, deve-
mos indicd-lo escrevendo seus elementos entre chaves.
Exemplos

19) conjunto das vogais {a, e, i, 0, u}
2?) conjunto dos algarismos romanos I, V, X, L, C, D, M}
39) conjunto dos nomes de meses de 3/ dias

{janeiro, mar¢o, maio, julho, agosto, outubro, dezembro}

Essa notagdo também é empregada quando o conjunto é infinito: escre-
vemos alguns elementos que evidenciem a lei de formacio e em seguida coloca-
mos reticéncias.

Exemplos
1?) conjunto dos nimeros impares positivos
1,3,5, 7,9, 11, 13, ..
29) conjunto dos nimeros primos positivos
2, 3, 5, 7, 11, 13; ..}
39) conjunto dos miuiltiplos inteiros de 3
{0, 3, -3, 6, 6,9, -9, ..}

A mesma notacao também é empregada quando o conjunto é finito com
grande nimero de elementos: escrevemos os elementos iniciais, colocamos re-
ticéncias e indicamos o ultimo elemento.

Exemplos

19) conjunto dos nimeros inteiros de 0 a 500
{0, 1,23, ..., 500]
29) conjunto dos divisores positivos de /00
{15.2; §, 10; ..-; 100}
20
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21. Descricdo por uma propriedade
Quando queremos descrever um conjunto A por meio de uma proprieda-
de caracteristica P de seus elementos x, escrevemos:
A = [xIx tem a propriedade P]

e lemos: ““A4 é o conjunto dos elementos x tal que x tem a propriedade P”’.

Exemplos

19) [xIx ¢é Estado da regido Sul do Brasil] é uma maneira de indicar
0 conjunto:

{Paran4, Santa Catarina, Rio Grande do Sul}

29) {xlx é d1v1sor inteiro de 3] é uma maneira de indicar o conjunto:
{1, -3

39) {xl é 1ntelro e 0 < x < 500] pode também ser indicado por:
{0, 1 ..r, 500}

III. Conjunto unitario — Conjunto vazio
22. Chama-se conjunto unitdrio aquele que possui um tnico elemento.

Exemplos

1°) conjunto dos divisores de I, inteiros e positivos: (1]

2°) conjunto das solug¢des da equagdo 3x + I = 10: {3}

39) conjunto dos Estados brasileiros que fazem fronteira com o Uruguai:
{Rio Grande do Sul]

23. Chama-se conjunto vazio aquele que nio possui elemento algum. O sim-
bolo usual para o conjunto vazio é &.

Obtemos um conjunto vazio quando descrevemos um conjunto por meio
de uma propriedade P logicamente falsa.

Exemplos

19) xix £ x} = @
29) {xIx é impar e miltiplo de 2] = O
) xIx>0 e x<0 =@

21
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IV. Conjunto universo

24. Quando vamos desenvolver um certo assunto de Matematica, admitimos
a existéncia de um conjunto U ao qual pertencem todos os elementos utilizados
no tal assunto. Esse conjunto U recebe o nome de conjunto universo.

Assim, se procuramos as solugdes reais de uma equagdo, nosso conjunto
universo ¢ IR (conjunto dos niimeros reais); se estamos resolvendo um proble-
ma cuja solugdo vai ser um numero inteiro, nosso conjunto universo é Z (con-
junto dos nimeros inteiros); se estamos resolvendo um problema de Geome-
tria Plana, nosso conjunto universo é um certo plano «.

Quase sempre a resposta para algumas questdes depende do universo U
em que estamos trabalhando. Consideremos a questdo: ‘‘Qual é o conjunto

dos pontos P que ficam a igual distancia de dois pontos dados 4 e B, sendo
A # B?”

1) Se U é a reta AB, o conjunto A . B . B
procurado ¢ formado sé por P;

77 7

2) Se U é um plano contendo A4
e B, o conjunto procurado ¢ a reta me-
diatriz do segmento AB;

3) Se U é o espago, 0 conjunto A

procurado € o plano mediador do seg- X
mento AB (plano perpendicular a AB no p \ \
seu ponto médio). / \
/ >p
y. 53" \
ol

Portanto, quando vamos descrever um conjunto A através de uma pro-
priedade P, € essencial fixarmos o conjunto universo U em que estamos traba-
Ihando, escrevendo

A = {x € Ulx tem a propriedade P]
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EXERCICIOS

11.

12.

14.

Dé os elementos dos seguintes conjuntos:

A = [x| x ¢ letra da palavra matematica)

B = [x| x ¢é cor da bandeira brasileira]
C = [x| x ¢ nome de Estado que comega com a}
Solucido

A =[m,a,t,e,i,c
B = {branco, azul, amarelo, verde}
C = [Amazonas, Amapd, Acre, Alagoas]

Descreva por meio de uma propriedade caracteristica dos elementos cada um dos
conjuntos seguintes:

A=100,24638,..

B={01,2,..,9
C = {Brasilia, Rio de Janeiro, Salvador]}
Solucao

A = [x| x ¢ inteiro, par e ndo negativo}
B = (x| x ¢é algarismo arébico}
C = [x| x é nome de cidade que ja foi capital do Brasil]

- Escreva com simbolos:

a) o conjunto dos multiplos inteiros de 3, entre —10 e + 10;

b) o conjunto dos divisores inteiros de 42;

¢) o conjunto dos multiplos inteiros de 0;

d) o conjunto das fragdes com numerador e denominador compreendidos entre
Oe 3;

e) o conjunto dos nomes das capitais da regido Centro-Oeste do Brasil.

Descreva por meio de uma propriedade dos elementos:
A =(+1,-1, +2, -2, +3, -3, +6, —6)

B = {0, —10, —20, —30, —40, ...
C=1{1,4,9, 16, 25, 36, ...)
D = {Luaj
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15. Quais dos conjuntos abaixo sdo unitarios?
9 6
A = ixlx < = B =
x|x 4 X 5
B = {xl0-x =2}
C = [xIx é inteiro e x? = 3}
D= [xlI2x + 1 = 7}

16. Quais dos conjuntos abaixo sdo vazios?
A = {xI10-x = 0}
9 6
B=xlx>—=— € & —
4 5
C = {x| x ¢é divisor de zero}
D = {xl| x é divisivel por zero}

V. Conjuntos iguais

25. Dois conjuntos A e B sdo iguais quando todo elemento de A pertence a
B e, reciprocamente, todo elemento de B pertence a 4. Em simbolos:

A=B < M) XE A <= x EB)

Exemplos

1°) {a, b, c,d] = {d, c, b, a}
29 {1,3,5,7,9, ...] = {xl x ¢ inteiro, positivo e impar]}
) xI2x + 1 = 5} = 2]

Observemos que na defini¢do de igualdade entre conjuntos ndo intervém
a noc¢do de ordem entre os elementos; portanto:

fa, b,c,d} = {d, ¢, b,a = (b, a,c,d

Observemos ainda que a repeticdo de um elemento na descricdo de um
conjunto ¢ algo absolutamente iniitil, pois, por exemplo:

{a, b,c,d} = {a,a, b, b, b,c,d,d,d, d]

(para ccenferir basta usar a definigdo). Assim, preferimos sempre a notagdo mais
simples.
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26. Se A ndo é igual a B, escrevemos A # B. E evidente que A é diferente
de B se existe um elemento de A ndo pertencente a B ou existe em B um ele-
mento ndo pertencente a A.

Exemplo
{a, b, d} # {a, b, c, d}

VI. Subconjuntos

27. Um conjunto A é subconjunto de
um conjunto B se, e somente se, todo B
elemento de A pertence também a B.

Com a notacdo A C Bindicamos
que ““A é subconjunto de B’ ou ‘‘A es-
td contido em B’ ou ‘“‘A é partede B”’.

O simbolo C é denominado sinal de inclusao.
Em simbolos, a defini¢do fica assim:

ACB <= #x)xE€E A = xE€B)

Exemplos
19) {a, b} C {a b, ¢, d}
2°) fa} C fa, b}
) {a, b} C {a, b}
4°) {x! x ¢ inteiro e par] C {x| x ¢ inteiro]

28. Quando A C B, também pode-
mos escrever B D A, que se 1€ ‘B con-
tém A, .

Com a notagdo A ¢ Bindicamos
que ‘“‘A ndo estd contido em B”’, isto é,

a negagao de A C B.
E evidente que A ¢ B somente se
existe a0 menos um elemento de A que

nao pertence a B.
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Assim, por exemplo, temos:

1°) {a, b, ¢} ¢ (b, ¢, d, €}
2%) {a, b] € [c, d, €]
39) (x| x ¢é inteiro e par] ¢ {x| x é inteiro e primo)

29. Conjuntos iguais

Vimos anteriormente o conceito de igualdade de conjuntos:
A=B <= () x € A <= x € B).

Nessa definigdo esta explicito que todo elemento de A é elemento de B
e vice-versa, isto é, A C B e B C A; portanto, podemos escrever:

A=B < (ACB e BCA).

Assim, para provarmos que A = B, devemos provarque A C B ¢ B C A.

30. Propriedades da inclusdo

Sendo A, B e C trés conjuntos arbitrarios, valem as seguintes propriedades:
1) O C A

22) A C A (reflexiva)

32) (ACBeBCA)= A =B (anti-simétrica)

43 ACBeBCC) = C (transitiva)

A demonstracdo dessas propriedades é imediata, com excecdo da 12, que
passamos a provar. Para todo x, a implicagdo

xXEJd=2xEA

¢é verdadeira, pois x € O é falsa. Entao, por defini¢do de subconjunto, & C A.

31. Conjunto das partes

) Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A — notagao
& (A) — aquele que é formado por todos os subconjuntos de A. Em simbolos:

P(A) = XIX C A

Exemplos

12) Se A = [a], os elementos de P (A) sdo @ e (a), isto é:
PA) = (D, @)
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2%) Se A = |a, b}, os elementos de P (A)sao @, {a}, (b} e{a, b}, isto é:
P@) = (2, @, b, @ b))
3°)Se A = {a, b, ¢, os elementos de L(A) sao @, {a}, (b}, (c}, [a, b},
{a, ¢}, (b, ¢} e {a, b, cl, isto é:
P &) = (2, {a), b}, (d, {a, b}, (b, ¢}, [c, a], fa, b, ).

EXERCICIOS

17. Dados A = {1, 2, 3, 4] e B = (2, 4},
a) escreva com os simbolos da teoria dos conjuntos as seguintes sentencgas:

12) 3 ¢ elemento de A 4%) Béiguala A
2%) I nado esta em B 5%) 4 pertence a B
32) B é parte de A

b) classifique as sentengas anteriores em falsa ou verdadeira.

Solu¢ao
13€eA V) 44 B=A (F)
22) 1 € B W) 534 €B 4%

39 BCA (8%)

18. Sendo A = (1, 2},B = (2,3],C = {1,3,4}eD = {1, 2, 3, 4}, classifique em
V ou F cada sentenca abaixo e justifique.

a) ACD c)BcCcC e C=D
b) ACB d DDOB fyAg C
Solucio

a) V,poisl EA,1€ED,2€EA ¢ 2€D
b) F,poisl EA ¢ 1€¢ B
c)F,pois2 EB e 2€¢ C
d)V,pois2E€EB, 2€D 3B e 3&D
e) F,pois2 €ED e 2€¢ C
f) V,pois2 EA e 2¢ C
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19. Quais das igualdades abaixo sdo verdadeiras?

20.

21.

a) [a, a, a, b, b} = {a, b}

xIx2=4] = xIx #0 e x3—4x = 0}

b) {
c) xI2x + 7 =11} = (2]
d xlx<0 e x=>20=0

Diga se é verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das sentencas abaixo.

a) 0 € (0, 1, 2, 3, 4]
b) (a] € (a, b}

c) @ € (0]

doe g

e) aj C T

f) a € [a, (a]}

g) (@) C [a, [a]}

h) @ C (D, (a]]

) © € (2, (a]

j) {a, b] € {a, b, ¢, d]

Faca um diagrama de Venn que simbolize a situac¢do seguinte: A, B, C, D sdo con-

juntos ndo vazios, D C C C B C A.

22. Construa o conjunto das partes do conjunto A = {a, b, ¢, d].

VII. Reunido de conjuntos

32. Dados dois conjuntos A e B, chama-se reunido de A e B o conjunto for-
mado pelos elementos que pertencem a A ou a B.

AUB=[xIx€EA

ou x € B}

O conjunto A U B (I&-se ‘A reunido

B’ ou ““A u B”’) é formado pelos elemen-
tos que pertencem a pelo menos um dos con-
juntos A e B.

Notemos que x € elemento de A U B

se ocorrer ao menos uma das condicdes se-

guintes:
XxXE A ou x € B.

Exemplos
19) {a, b} U {c, d] = {a, b, ¢, d}
29) {a,b} U {a,b,c,d} = {a, b,c,d]
39 (a,b,cjUfc,d, e} ={a, b,c,d, e
4°) {a, b,cJ U @ = (a, b, ¢}
YU =0
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33. Propriedades da reunido

Sendo A4, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:

1) AU A = A (idempotente)

23y AU @ = A (elemento neutro)

33 AUB =BUA (comutativa)

43 (AUB)UC=AU(@BUCQC (associativa)

Demonstracdo

Fazendo A = {xIx tem a propriedade p} ou, simplesmente,
A = [xlp()] e, ainda: B = xIQ(x)], C = xIrx)] ¢ @ = [xIf(x)} em que
f é proposicdo logicamente falsa, temos: :

AUA = [xlpx) ou pE)] = xlpx)] =

Analogamente, as demais decorrem das propriedades das proposi¢des vis-
tas no exercicio 7.

VIII. Intersecdao de conjuntos

34. Dados dois conjuntos 4 e B, chama-se intersecdo de A.e B o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a A € a B.

ADB=xaE A venx &8

O conjunto A N B (18-se “‘A in-
ter B’’) é formado pelos elementos que
pertencem aos dois conjuntos (A e B)
simultaneamente.

Sex € A N B, isso significa que
X pertence a A e também x pertence a
B. O conectivo e colocado entre duas
condicoes significa que elas devem ser
obedecidas ao mesmo tempo. @ B

Exemplos
1°) fa,b,c} N {b,c,d, e} = {b,c}

2"){ b} N {a, b, c, d} = {a, b}
%) {a,b,c} N {a,b,c} = {a,b, ]

4° fa,bjNic,d =9

5@, bNg =0
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35. Propriedades da intersecdo

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:

12) AN A=A (idempotente)

28 AN U = A (elemento neutro)

32) ANB=BMNA (comutativa)

44 AN BNC) =((ANB)NC (associativa)

Como mostramos para a operagao de reunido, essas propriedades sao tam-
bém demonstraveis com auxilio do exercicio 7.

36. Conjuntos disjuntos

Quando A N B = O, isto ¢, quando os conjuntos A ¢ B ndo tém ele-
mento comum, A e B sdo denominados conjuntos disjuntos.

IX. Propriedades

37. Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades,
que inter-relacionam a reunido e a interse¢do de conjuntos:
1 AUANB)=A
22) AN(AUB)=A
39) AUBNC) =AUBNAKUDQO
(distributiva da reunido em relagdo a intersecao)
449 ANBUOCO=ANBUKLNO
(distributiva da interse¢do em relacdo a reuniio).

Demonstremos, por exemplo, a 1 e a 3%:

AU ANB) = XIpx) v (px) A qx)) = XIEE)} = A

AU BNCQOC = KIpE v @x) A rx)) = xIEEx) v ax) A PK) v )] =
= [xIp(x) v qx)} N [xIp(x) v rx)} = (A UB) N (AU C)

EXERCICIOS

23. Dados os conjuntos 4 = {a, b, ¢}, B = [¢, d} e C = {c, e}, determine A U B,
AUC, BUCeAUBUC.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

CONJUNTOS

Prove que A C (A U B), ¥ A.

Solucio

XEA = (XE A ou x €EB)

¢ uma implica¢do verdadeira, ¥ x; portanto: A = (A U B).

Classifique em ¥V ou F:

a) 9 C (AUB) d) (AUB) C(AUB)
b) AUB) CA e) BC (AUB)
c) AD(AUB) fY(AUB)C(AUBU Q)

admitindo que A, B e C sdo conjuntos quaisquer.

Determine a reunido dos circulos de raio r, contidos num plano « e que tém um
ponto comum 0 € «.

Determine a reunido das retas de um plano « que sdo paralelas a uma dada reta
r de a.

Dados os conjuntos A = {a, b, ¢, d}, B = {b, ¢, d, e} e C = [, e, f], descreva
ANB,ANC,BNCeANBNC.

Prove que (A N B) C A, + A.

Selucio

XxEANB) = xEA e xEB) = x€A

¢ uma implicacdo verdadeira, ¥ x; portanto: (4 N B) C A.

Classifique em ¥V ou F:

a) J C (ANB)

b) A C (AN B)

c) A€ (ANB)

d) (AN B)C(ANB)

e (ANB)CB
f)(ANB)DANBNC

admitindo que A4, B e C sdo conjuntos quaisquer.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

32

Considere os conjuntos:

K = conjunto dos quadriidteros planos

P = {x € KIx tem lados 2 a 2 paralelos}

L = {x € KIx tem 4 lados congruentes}

R = {x € KIx tem 4 angulos retos}

Q = [x € KlIx tem 4 lados congruentes e 2 angulos retos}

Determine os conjuntos:

aLNP ccLNR e LNQ
b) RNP d QNR P UQ

Dados os conjuntos A

= {1, 2, 4}, determine o con-
junto X tal que X U B

I
»
C
9!
(¢
V)
a0
L

Solucio
a) X U B = {1, 2, 3, 4], entdo os possiveis elementos de X sdo: I, 2, 3 e 4.

D XNB=@0=23¢X e 4¢X
Conclusdo X = {1, 2].

Determine o conjunto X tal que:

fa,b,c,df UX =f{a,b,c,d, e}, {c,dJ UX =f{a,c,d,ele
b,c,d} N X = (.

Sabe-se que A U B U
ANC=1{2,7,BnN
Determine C.

, ANB = 2,3, 8;
nE€INI1 <n < 8.

Determine o nimero de conjuntos X que satisfazem a relacdo
{1,2c X C {1, 2,3, 4}.
Assinale no diagrama abaixo, um de cada vez, os seguintes conjuntos:

aANBNC
b) AN BUCQO

) AUBNCO ‘
d AUBUC

Sejam os conjuntos A com 2 elementos, B com 3 elementos, C com 4 elementos.
Qual é o nimero maximo de elementos de (4 N B) N C?
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X. Diferenca de conjuntos

38. Dados dois conjuntos 4 e B,
chama-se diferenca entre A e B o con-
junto formado pelos elementos de A que
nao pertencem a B.

“ock

A-B=[xIXEA ¢ x¢ B}

Exemplos
1°) fa, b, ¢} — (b, c,d, e] = {a}
2") {a, b, ¢} — (b, ¢} = {a]

) (a, b) = [c, d,
4°) fa,b)—fa, b

008
0

Complementar de B em A

39. Dados dois conjuntos A e B, tais
que B C A, chama-se complementar de
B em relacdo a A o conjunto A — B, is-
to é, o conjunto dos elementos de 4 que
nao pertencem a B.

Com o simbolo

Ch ou

.>

indicamos o complementar de B em relagdo a A4.

Notemos que Ci s é definido para B C A, e ai temos:

(k=a-B

Exemplos
1°)Se A =1{a b, c,d e} e B=/{cd e}, entio:
Cx =
2°) Se A ={a b, c, d} =B, entio:
Ck =
3) Se A={a b c,dl e B= @, entio:
(®=f@b,cd=A
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40. Propriedades da complementagdo

Sendo B e C subconjuntos de A, valem as seguintes propriedades:

1HEnNnB=92 ¢ (PuB=A

2y =0 ¢ [(?2=A

3 CCh =8B

4% (209 =3 v %

s C8ve=0n (s

Provemos, por exemplo, a 22 ¢ a 4%:

(h=xe€Ax¢A =0

(?-xe€Ax¢ @) =A

(8"9 - x€EAIx¢EBNC =xEAIxEB ou x€&C =
=xEAx¢BUKeEAxEC =U(S

EXERCICIOS

38. Sejam os conjuntos A = {a, b, ¢, d}, B=(c,d, e, f,g] e C = (b d, e gl

Determine:
a) A—B ¢) C—-B e) A-—-(BNO
b) B— A d AUC-B fy AUB)—-(ANCQO)

39. Prove que (A — B) C A, ¥ A.

Solugao

A implicagio x € (A-B) = XE€EA e x¢B) = xEA
¢é verdadeira para todo x, entdo (4 — B) C A.

40. Classifique em V ou F as sentencas:

a)(A-B)D>D @ c)(A—-B)CB
b) A-B)UANB)=A d) (A—-B) C (AUB)

admitindo que A e B sdo conjuntos quaisquer.
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

CONJUNTOS

Dados os conjuntos A = {1, 2,3,4,5],B=1(1,2,4,6,8] ¢ C=1{2,4,5,7],
obtenha um conjunto Xtalque X CA e A—X=BNC.

Assinale no diagrama ao lado, um de
cada vez, os seguintes conjuntos: u
a) A-B
b) A-AUB
¢ BUA
d AUB
&) AN B
fyBN A

Proveque A — B = A N B, em que A e B sdo conjuntos quaisquer do universo U.

Solucao

A implicagéo
XEA-B) < XEA e x¢B) < XEA ¢ x €EB) —
<> x € AN B ¢verdadeira, ¥ x; portanto, esta provado.

Classifique em ¥V ou F as seguintes sentengas:
a) (A-B)UB-A) =(AUB)-(ANB)
b AcB = (B cCA
9gma-BcCa

d @a-Bc (B

Sendo E = {1,2,3,4,5,6,7,8,,p(y):y + 1 < 6eF = [y € Elysatisfaz p(y)},
determine F.

Descreva os elementos dos conjuntos abaixo:
A= [xIx2=5x—6 = 0}

B = [xIx ¢é letra da palavra exercicio}
=xIx2-9=0 ou 2x-1=9
=xI2x+1=0 e 2x2—x—1 =0
E = {xIx ¢ algarismo do numero 234 543]

iwle]

Seja E = {a, {a}}. Diga quais das proposi¢des abaixo sdo verdadeiras.

a) a€E cgacCE e) U €E
b) fa} € E d) fa} C E fy & CE
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.
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Sejam A e B dois conjuntos finitos. Prove que
Nayg = Ny + Ng = Nynp.

O simbolo 7, representa o numero de elementos do conjunto X.

Dados A e B conjuntos tais que n(A) = 4, n(B) = 5,en(A N B) = 3, determi-
ne o numero de subconjuntos de 4 U B.

Sendo A, B e C conjuntos finitos, estabeleca uma formula para calcular 7, | 5 | ¢

SeA = {3nln € IN]Je B = {n € INIn édivisor de 120}, qual é¢ o niumero de ele-
mentos de A N B?

Em uma escola que tem 475 alunos, 22/ estudam inglés, /63 estudam francés e
52 estudam ambas as linguas. Quantos alunos estudam inglés ou francés? Quantos

alunos nao estudam nenhuma das duas?

Denotando-se por X' o complementar de um conjunto qualquer X, determine o
conjunto [P" U (P N Q)], quaisquer que sejam os conjuntos P e Q.

Considerando os conjuntos 4, B e C, representados ao lado, e sabendo que

n(A U B) = 24
n(ANB) =4

nB U C) = 16
nA-C) = 11

n(B — C) = 10, calcule:
a) n(A — B)

b) n(A N BN C)
¢) n(B — (C U A))
d) n((A N B) - C)
e) n(B — (A N B))

Sabendo que A e B sdo subconjuntos de U,

A=, f, ¢ghi,ANB=(,d,AUB={ab,c,d,e, f], responda:
Quantos elementos tem A? e B?
Obs.: A é o complementar de A em U.

Uma populacdo consome trés marcas de sabao em po: A, Be C. Feita uma pesqui-
sa de mercado, colheram-se os resultados tabelados abaixo:

marca A B & AeB|BeC|[CeA|A, BeC |nenhuma das trés

nimero de -

i 109 203 162 25 41 28 5 115
consumidores
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58.

59.

60.

61.
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Forneca:

a) o numero de pessoas consultadas;

b) o numero de pessoas que s consomem a marca A;

¢) o numero de pessoas que nido consomem as marcas 4 ou C;
d) o numero de pessoas que consomem ao menos duas marcas.

Determine os conjuntos 4, B e C que satisfazem as seguintes seis condigdes:
1) AUBUC = {z,x,v,u,t,s,r,q, p]

2 ANB =I5

33BN C = s, x|

4 C N A = s, t

5 AUC=[p,q, 1,5t u,v,x

6) AUB=[p,q,r,s,t,X, zZ

Em certa comunidade ha individuos de trés ragas: branca, preta e amarela. Saben-
do que 70 sao brancos, 350 sdo ndo pretos e 50% sao amarelos, responda:

a) quantos individuos tem a comunidade?
b) quantos sdo os individuos amarelos?

De todos os empregados de uma firma, 30% optaram por um plano de assisténcia
médica. A firma tem a matriz na capital e somente duas filiais, uma em Santos
e outra em Campinas. 45% dos empregados trabalham na matriz e 20% dos em-
pregados trabalham na filial de Santos. Sabendo que 20% dos empregados da ca-
pital optaram pelo plano de assisténcia médica e que 35 % dos empregados da filial
de Santos o fizeram, qual a porcentagem dos empregados da filial de Campinas
que optaram pelo plano?

Dados dois conjuntos 4 e B, chama-se diferenca simétrica de A com B o conjunto
AAB tal que:

AAB = (A—B) U (B—A).
a) Determine {a, b, ¢, d} A {c, d, e, f, g].
b) Prove que AAND = A, para todo A.
¢) Prove que ANA = &, para todo A.
d) Prove que AAB = BAA, para A e B quaisquer.
e) Assinale em cada diagrama abaixo o conjunto A/\B.

@ OO

Desenhe um diagrama de Venn representando quatro conjuntos, A, B, C e D, ndo
vazios, de modo que se tenha:

AZB BZA CO(AUB) e DC (AN B).
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LEITURA

Cantor e a Teoria
dos Conjuntos

Hygino H. Domingues

A natureza do infinito ¢ uma questao antiga e controversa. Ar-
quimedes (287-212 a.C.) fazia distingdo entre infinito potencial e infi-
nito atual. Este ultimo, que vem a ser o infinito como algo completo,
era descartado por ndo haver nenhuma evidéncia de que alguma cole-
¢ao de objetos pudesse corresponder a tal idéia. O conjunto IN, por
outro lado, é um exemplo de conjunto potencialmente infinito, pois
sempre se pode somar uma unidade a cada um de seus elementos
obtendo-se outro nimero natural.

No século XVII Galileu comparou os conjuntos IN*={1, 2, 3, ...]
eP = (2,4, 6, ...]. E assinalou que, se a idéia de infinito atual fosse
valida, haveria tantos numeros pares e impares reunidos quanto pares
apenas, posto que a correspondéncia / — 2,2 - 4,3 - 6, ..., n = 2n,
... de IN* em P €, como se diz hoje, biunivoca. Este aparente parado-
xo deve té-lo levado a deixar de lado tais cogitacdes.

Alias, a idéia de infinito atual, por ter conota¢oes de ordem reli-
giosa, ndo era aceita também por certos tedlogos (Sao Tomds de Aqui-
no, por exemplo) que viam em Deus a tinica natureza absolutamente
infinita. E isso deve ter contribuido para que sua adocao fosse retar-
dada em Matematica.

Curiosamente, quem tirou a Matematica dessa camisa-de-forca
foi um homem de profunda fé religiosa, Georg Cantor (1845-1918).
Cantor nasceu na Russia, na cidade de Sao Petersburgo, mas aos 11
anos mudou-se com sua familia para a Alemanha, onde se fixou. Em
1862 iniciou o curso de Engenharia em Zurique mas, depois de um se-
mestre, deixou-o para fazer Matematica em Berlim, em cuja universi-
dade obteve o grau de doutor no ano de 1867 com uma tese sobre teo-
ria dos nimeros. Dois anos depois foi admitido na Universidade de
Halle, onde transcorreria sua carreira académica.

Dedicando-se entre 1870 e 1872 a pesquisas na area de andlise ma-
temdtica, Cantor acabou tendo sua aten¢do atraida para um assunto
com o qual seu espirito tinha especial afinidade: a natureza dos con-
juntos infinitos. E de sua op¢do por este caminho nasceria a teoria dos
conjuntos como capitulo auténomo da Matematica.




Em 1872, o matematico alemao Dedekind dera o primeiro passo
nesse sentido com a seguinte defini¢do (aqui em terminologia moder-
na): ‘““Um conjunto se diz infinito se pode ser colocado em correspon-
déncia biunivoca com uma parte propria de si mesmo’’. Ou seja, aqui-
lo que a Galileu parecera um paradoxo tornava-se a propriedade fun-
damental dos conjuntos infinitos, com todas as suas implicacdes.

O grande mérito de Cantor foi
perceber, a partir dai, a existéncia
de conjuntos infinitos de espécies
diferentes, numa escala de grande-
za. Se dois conjuntos, como IN* e
P, podém ser colocados em corres-
pondéncia biunivoca, diz-se que
ambos tém mesma poténcia. E foi
através dessas poténcias que Cantor
hierarquizqu o infinito. Na primei-
ra categoria da escala do infinito es-
tdo todos 0s conjuntos com a mes-
ma poténcia de IN*, entre os quais
estdo P, Z e, surpreendentemente,
o proprio Q. Estes s3o os conjun-
tos enumerdveis. A seqiiéncia a se-
guir, em que 0s nimeros sao orde-
nados pela sua alfura ( = nume-
rador + denominador), d4 uma Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
idéia do porqué de @* ser também (1545-1915).
enumeravel:

1/1, 1/202/V 5073 27250307 45/ ANDYSEIYD; W/ 28

Cantor mostrou que IR e C tém a mesma poténcia e que esta € superior
a dos enumerdveis. E mostrou ainda que a escala do infinito ndo tem
limites: sempre ha poténcias maiores € maiores.

Certos resultados obtidos por Cantor surpreenderam a ele mes-
mo. Sob esse ponto de vista € possivel entender o porqué das duras
criticas que recebeu de importantes matematicos de seu tempo. Mas,
para o progresso da Matemadtica, prevaleceram opinides como a de Hil-
bert: ““Do paraiso criado por Cantor ninguém nos tirard’’.




CAPITULO I

Conjuntos
Numeéricos

[. Conjunto dos niimeros naturais

41. Chama-se conjunto dos nimeros naturais — simbolo IN — o conjunto
formado pelos numeros 0, 1, 2, 3, ....

N = (0, 1, 2, 3, ...

Neste conjunto sdo definidas duas operagdes fundamentais, a adig¢do e
a multiplica¢do, que apresentam as seguintes propriedades:
[A.1] associativa da adicdo
@+b)+c=a+ (b + ¢
para todos, a, b, ¢ € IN.
[A.2] comutativa da adicdo
a+b=>b+a
para todos @, b € IN.
[A.3] elemento neutro da adicdo
a+0=a
para todo a € IN.
[M.1] gssociativa da multiplicacdo
(ab)c = a(bc)
para todos a, b, ¢ € IN.
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[M.2] comutativa da multiplicacdo
ab = ba
para todos @, b € IN.

[M.3] elemento neutro da multiplicacdo
a-l1=a
para todo a € IN.

[D] distributiva da multiplicac@o relativamente a adicdo
a(b + ¢c) = ab + ac
para todos a, b, ¢ € IN.

Veremos que 0s proximos conjuntos numéricos a serem apresentados sao
ampliacgdes de IN, isto é, contém IN, tém uma adi¢do e uma multiplicagdo com
as propriedades formais j4 apresentadas e outras mais, que constituem justa-
mente 0 motivo determinante da ampliacdo.

Assim, dado um natural @ # 0, o simétrico de @ ndo existe em IN: —a € IN.
O resultado disso é que o simbolo @ — b ndo tem significado em IN para todos
a, b € IN, isto é, em IN a subtracdo ndo é uma operagdo. Venceremos essa
dificuldade introduzindo um novo conjunto numérico.

EXERCICIOS

62. Seja H o conjunto (n € IN12 < n < 40, n miltiplo de 2, » ndo miltiplo de 3].
Qual é o nimero de elementos de H?

63. Um subconjunto X de niimeros naturais contém /2 multiplos de 4, 7 multiplos de
6, 5 multiplos de /2 e 8 nlimeros impares. Qual é 0 niumero de elementos de X?

64. Sendo A = {nln = 2p — 1 e p € B}, qual ¢ a condicdo sobre B para que 7 seja
um numero natural impar?

II. Conjunto dos niimeros inteiros

42. Chama-se conjunto dos numeros inteiros — simbolo Z — o seguinte
conjunto:
Z={.,-3,-2,-1,01,2,3,...]
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No conjunto Z distinguimos trés subconjuntos notaveis:
Z, =10,1,2,3,..] =IN
(chamado conjunto dos inteiros nao negativos)
Z_ = {0,—1;,—2, =3, .
(chamado conjunto dos inteiros nao positivos)
Z* = |..., =3, -2, —1,1, 2, 3, ...}

(chamado conjunto dos inteiros nao nulos).

43. Operacées em Z

No conjunto Z sao definidas também as operagdes de adi¢dao e multipli-
cacao que apresentam, além de [A.1], [A.2], [A.3], [M.1], [M.2], [M.3] e [D],
a propriedade:

[A.4] simétrico ou oposto para a adicdo
Para todo ¢ € Z existe —a € Z tal que
a+ (—-a) =0.

Devido a propriedade [A.4], podemos definir em Z a operacao de sub-
tragdo, estabelecendo que ¢ — b = a + (—b) para todos a, b € Z.

44. Os ndmeros inteiros e a reta

Os numeros inteiros podem ser representados sobre uma reta orientada
por meio do seguinte procedimento:

a) sobre a reta estabelecemos um sentido positivo e um ponto O (origem),
que representa o inteiro 0 (zero):

0

b) a partir de 0, no sentido positivo, marcamos um segmento unitario
u # 0 cuja extremidade passard a representar o inteiro /:

N .

[¢] 1

¢) para cada inteiro positivo #, a partir de 0, marcamos um segmento de
medida nu no sentido positivo cuja extremidade representard » e marcamos um
segmento de medida nu no sentido negativo cuja extremidade representard o
inteiro —n.
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O resultado é este:

\]

45. Divisibilidade

Uma importante nog¢do que devemos ter sobre nimeros inteiros é o con-
ceito de divisor.

Dizemos que o inteiro « ¢ divisor do inteiro » — simbolo a|b — quando
existe um inteiro ¢ tal que ca = b.

alb <= (3c€ Zlca=b>b)

Exemplos

19) 21 12 pois 6-2=12

2% 31 -18 pois (-6) -3 = —18
329) =51 20 pois (—4) (-5) = 20
4°) =2 1 =14  pois 7-(-2) =-14
59 41 0 pois 0-4=0

6% 01 O pois 1-0=0

Quando ¢ € divisor de b, dizemos que ‘b € divisivel por @’’ ou ‘‘b é mul-
tiplo de a”’.

Para um inteiro @ qualquer, indicamos com D(a) o conjunto de seus divi-
sores e com M(a) o conjunto de seus multiplos.

Exemplos

19 DQ) = {1, -1, 2, -2} M) = [0, 2, 4, %6, ..}
29) D-3) = (1, -1, 3, -3} M(-3) = {0, ¥3, %6, 19, ..}
39) D) =Z M©) = [0}

Dizemos que um numero inteiro p € primo quando p # 0, ] e —1 ¢
D(p) = {1, 1, p, —p}.

Exemplos

2, =2, 3, -3,5 —5 7e—7 sao primos.
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EXERCICIOS

65.

66.

67.

68.

69.

Quais das proposicdes abaixo sdo verdadeiras?

a) 0 € IN HdNUZ =2Z g (4 (-5 EZ,
b) 2-3) €N 0Z, NZ = h)y 0 € Z_
oNcCz f) (32 € Z_ hS-1)EZ

Descreva os seguintes conjuntos: D(6), D(—18), D(—24) N D(16), M(4), M(10)
e M(—9) N M(6).

Quais dos seguintes elementos de Z ndo sao primos: 12, =13, 0, 5, 31, —1, 2, —4,
1, 49 ¢ 53?

Sendo a e b dois numeros inteiros, responda:

a) D(a) e D(b) podem ser disjuntos?

b) Que nome se dé a um inteiro m tal que D(a) N D(b) = D(m)?

¢) Quando D(a) N D(b) = {1, —1}, qual é a relacdo existente entre a e b?
d) Em que caso ocorre M(a) C M(b)?

e) Em que caso ocorre M(a) N M(b) = M(ab)?

f) Que nome se d4 a um inteiro n tal que M(a) N M(b) = M(n)?

Determine os seguintes numeros inteiros:

a) mdc (2, 3) ¢) mdc (—6, —14) e) mmc (—4, 6)
b) mdc (—4, 6) d) mmc (2, 3) f) mmc (-6, —14)

III. Conjunto dos niimeros racionais

Dado um numero inteiro g # I e —1, o inverso de g ndo existe em

Z. £ & Z. Por isso ndo podemos definir em Z a operagéo de divisdo, dando

q

significado ao simbolo % Vamos superar essa dificuldade introduzindo os nu-

meros racionais.

46. Chama-se conjunto dos niimeros racionais — simbolo @ — o conjunto dos

pares ordenados (ou fracdes) 7‘;—, emquea € Z e b € Z*, para os quais

adotam-se as seguintes defini¢des:
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1?) igualdade: % = —f_l:— <> ad = bc
2%) adigfio; & 4+ & = ad + be
) adicdo b d bd
a islicacior & . C _— ac
3?) multiplicagéo: b d bd

No conjunto dos racionais destacamos os subconjuntos:

Q. = conjunto dos racionais ndo negativos
Q_ = conjunto dos racionais ndo positivos
Q* = conjunto dos racionais nao nulos

Na fragédo %, a é o numerador € b o denominador. Se @ € b sdo primos

entre si, isto é, se mdc(a, b) = I, dizemos que % ¢ uma fracdo irredutivel. Assim,
2 3 7 6

as fracoes T e 15 sdo irredutiveis, mas — ndo é.

Consideremos o conjunto @’ formado pelos nimeros racionais com de-
nominador unitario: Q' = [i | x € Z}. Temos:

1
a _b _
1_l<=>a b
B D _3%D e aib=ath
1 1 1
a b _a-b JBrEE s
1 1 7 < a-b=a-b

portanto, os racionais com denominador igual a / comportam-se para a igual-
dade, a adi¢do e a multiplicagdo como se fossem numeros inteiros. Assim,

L
fazendo o racional % coincidir com o inteiro x, decorre que:

Q =2Z, logo, Z COQ.

47. Operacées em Q

Pode-se verificar que a adi¢do e a multiplicacdo de racionais apresentam
as seguintes propriedades:

R L e A L g i€
[A.l](b+d)+f b+(d+f)
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[A.Z]%+%=%+%
[A.3] % +0= %
[A.4] % + (— %) -0
pon (355 =4 ()
M.2] % o o % %
[M.3] %- { e %
o (e d) e
em que 7 7 e 7 sdo racionais quaisquer; portanto, sdo validas as mesmas

propriedades formais vistas para os numeros inteiros. Além dessas, temos tam-
bém a seguinte:

[M.4] simétrico ou inverso para a multiplicacdo

para todo —Z— EQ e % # 0, existe

b a b
— €@ talque —-— =1
a . b a
Devido a propriedade [M.4], podemos definir em Q* a operagdo de divi-
5 a.c _a, i a . c
sdo, estabelecendo que b d b para b €7 racionais quaisquer

nao nulos.

48. Representacdo decimal

Notemos que todo numero racional % pode ser representado por um

. . , . a ,
numero decimal. Passa-se um numero racional B para a forma de nimero

decimal dividindo o inteiro a pelo inteiro b. Na passagem de uma notagdo para
outra podem ocorrer dois casos:

1°) o numero decimal tem uma quantidade finita de algarismos, diferen-
tes de zero, isto ¢, € uma decimal exata.
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Exemplos

3 1 1 27

25 = 3 = =105 SN R ==t

I > ; 20 0,05 1 0,027

29) o numero decimal tem uma quantidade infinita de algarismos que se
repetem periodicamente, isto é, é uma dizima periddica.

Exemplos

% = 0,333... = 0,3 (periodo 3)

% = 0,285714285714... = 0,285714 (periodo 285714)
171 = 1,8333... = 1,83 (periodo 3)

Podemos notar também que todo numero na forma de decimal exata ou
a

de dizima periddica pode ser convertido a forma de fragédo b

e, portanto,

representa um numero racional.

Quando a decimal é exata, podemos transformé-lo em uma fracdo cujo
numerador ¢ o numeral decimal sem a virgula e cujo denominador é o algaris-
mo / seguido de tantos zeros quantas forem as casas decimais do numeral dado.

Exemplos
37 _ 2631 _ 634598
0,37 = 00 2,631 1000 63,4598 0000

Quando a decimal ¢ uma dizima periddica, devemos procurar sua gera-
triz. Damos a seguir trés exemplos de como obter a geratriz de uma dizima pe-
riddica

Exemplo 1: 0,777...

x = 0,777... e 0p—x =T == le
10x = 7,777... 9
entdo: 0,777... = %

Exemplo 2: 6,4343...

X = 6,434343... o e
100x = 643,434343...} 100x — x = 637 = x = — -
i 637
tio: 6,434343... = ——,
entao 59
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Exemplo 3. 2,57919191...

x = 2,57919191... }
100x = 257,919191... = 10000x — 100x = 25534 =

10 000x = 25791,919191...) L _ 25534
’ 9900
X 25534
tdo: 2,57919191... = .
entao 9900

EXERCICIOS

70.

71.

72.

73.

74.

75.

48

Quais das seguintes proposicdes sdo verdadeiras?

a) N cQ ¢) 0,474747... €Q i)—lziecu—z
4 11 sl et B
b) Zc@ f)[7, 3}C(D i) 12 ¢é irredutivel
5 121 _ 131
90€EQ g 1€EQ-2Z 0 - < e
d) 517 €Q h)%E(D—Z DrEQ=-r€eq

Coloque na forma de uma fracdo irredutivel os seguintes numeros racionais: 0,4;
0,444...; 0,32; 0,323232...; 54,2; 5,423423423... .

. : NERTIY - ¢ (R 47
Coloque em ordem crescente os seguintes numeros racionais: —, —, ——, I, ——
P 167 127 19 48
€ —,
3
Mostre que, se r; € r, sdo racionais e r; < r,, entdo existe um racional r tal que

ISP Ty

Represente sobre uma reta orientada os seguintes niimeros racionais: —2, —
1 2 4 7 6

3
2’ I’

- 4 3 0: 3 ) 1; 3 ) 2’ ? € 7'
Calcule o valor de: 1 1
—— +  —
0,2-0,7—4-0,01 5 3
a) 0502 b) 0,999... + 31
5 15



76.

7.

78.

79.

CONJUNTOS NUMERICOS

Na minha calculadora, a tecla da divisdo nao funcicna. Nessa situacdo, para divi-
dir um numero por 40, usando a calculadora, eu devo multiplicar 40 por qual
numero?

. z 4 1 1 1
Considere o numero o = [ +1—0+ 107 + 107 + 107 + ...

Se ele for racional, coloque-o na forma decimal e na forma de fracdo irredutivel.

Suponha que um pais A tem uma renda per capita anual de 20 000 délares e uma
populacao de 50 milhdes de habitantes. Um outro pais B tem uma renda per capita
de 10 000 ddélares e uma populagdo de 20 milhdes. Se os dois paises se fundirem
para formar um novo pais, a renda per capita resultante estard mais proxima de
qual valor?

A pressdo Pe o volume V' de um gds perfeito mantido a uma temperatura constan-
te satisfazem a Lei de Boyle PV = constante. Se aumentarmos a pressdo em 25 %,
em quantos por cento diminuird o volume do gas?

IV. Conjunto dos niimeros reais

49.

Niimeros irracionais

Existem numeros cuja representacdo decimal com infinitas casas decimais

ndo € periddica. Por exemplo, o numeral decimal 0,70/001 0001... (em que o
numero de algarismos 0 intercalados entre os algarismos / vai crescendo) é ndo
periodico. Ele representa um nimero #do racional. Ele representa um nimero
irracional.

Outros exemplos de numeros irracionais:

1,234567891011
6,202002000...
34,56789101112...

50. Chama-se conjunto dos numeros reais — IR — aquele formado por todos
0s numeros com representacdo decimal, isto €, as decimais exatas ou periodi-
cas (que sdo numeros racionais) e as decimais ndo exatas e ndo periddicas (cha-
madas numeros irracionais).

Dessa forma, todo numero racional é nimero real, ou seja:
Q C R.
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Além dos racionais, estio em IR nimeros como:

J2 = 1,4142136...
T = 3,1415926...
a = 1,010010001...

chamados numeros irracionais.
Se quisermos outros numeros irracionais, poderemos obté-los, por exem-

plo, por meio da expressao \p, em que p é primo e positivo. S3o irracionais:
V3, {435, {7, etc.
Outro recurso para construcao de irracionais ¢ usar o fato de que, se o é

y . : . - - o (-
irracional e r é racional ndo nulo, entdo: o + r, a - r, — € o sdo todos
irracionais.

Exemplos

\/5 + 1, 3\5, % { sdo irracionais.

N

Além de @, destacamos em IR trés outros subconjuntos:

IR, = conjunto dos reais nao negativos
IR_. = conjunto dos reais nao positivos
IR* = conjunto dos reais nao nulos.

51. Operacées em IR

As operagdes de adicdo e multiplicagdo em IR gozam das mesmas pro-
priedades vistas para o conjunto Q. Em IR é também definida a operacdo de
subtragdo e em IR* é definida a divisdo.

52. Os nameros reais e a reta

J4 vimos que os numeros inteiros podem ser representados por pontos
de uma reta:
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Analogamente, os numeros racionais ndo inteiros também podem. Se

queremos, por exemplo, representar 0 numero % sobre a reta, marcamos a
. x 1 . s .
partir de 0 um segmento de medida 711 no sentido positivo. A extremidade
desse segmento representa % Na figura abaixo representamos sobre a reta

varios numeros racionais.

=3 =2 =il 0 1 2 3

\J

A
4

/

I
Nl_n.
N[t
NI(AJ

2 oD 2
3 4

&
3

Os numeros racionais, entretanto, ndo preenchem completamente a reta,
isto é, hd pontos da reta que ndo representam nenhum racional. Por exemplo,
entre os pontos 1,4/ e 1,42 fica um ponto que representa 2 = 1,414215...
(irracional).

Quando representamos também sobre a reta os numeros irracionais, ca-
da ponto da reta passa a representar necessariamente um numero racional ou
irracional (portanto, real), isto é, os reais preenchem completamente a reta.

\J

11
4

C
N

Essa reta, que representa IR, é chamada reta real ou reta numérica.

Na reta real os numeros estao or-
denados. Um nimero a é menor que
qualquer nimero x colocado a sua di-
reita e maior que qualquer nimero x a x€ER|x<a xER|x>a
sua esquerda.
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EXERCICIOS

80.

81.

82.

83.
84.

85.

86.

52

Quais das proposicdes abaixo sdo verdadeiras?

a) 3 €R d) % €R-Q 9 (2-3y3) € R-Q
o2 3\5
b) IN C R &) \4 € R-Q h=>€R-a
AY
[z 5 3\5
9 ZcCR fyi4 € R-Q 5= eq
P

Prove que, se a, b, ¢, d sdo racionais, p € primo positivoea + byp = ¢ + d\p,
entdoa =ce b = d.

Solucido

a+bJ§=c+d\/B<=>(b—d)\fp=c—a

Como ¢ — a ¢ racional, a tltima igualdade sé subsiste quando (b — dN; eqQ,
isto é, se b — d = 0. Neste caso, ¢ — a = 0, provando a tese.

Mostre que \/4 4 25 =1+ \3
Mostre que existem a e b racionais tais que \ﬂr18 - 8\3 =aq+ b\E.

Dados dois numeros x e y reais e positivos, chama-se média aritmética de x com y

ok

oreal a = e chama-se média geométrica o real g = xy. Mostre que

a'> gparatodosx, y € IR..

a) Mostre, por meio de um exemplo, que existe um numero irracional ¢ tal que
a* e a% sdo numeros racionais.

b) Mostre que, se a’ e a'? sdo racionais, entdo « é racional.

Prove que 42 € Q.

Solucao

=as

1. Admitamos que a fracdo irredutivel b

seja tal que \E = %;
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2. =2 = .a?>=2b° =>. a? épar.=> aépar;

a
b
3. fazendo ¢ = 2m, com m € Z, temos:

a2 = 2b2 .= (2m),= 2b% = .b? = 2m%;=> b? éjpar => :b
¢é par e isso ¢ absurdo, pois mdc (a, b) = 1.

o . a .
87. Prove que, dado um nimero racional l— e um numero natural » > 2, nem sempre
h

n 4 ¢ racional.
\ b
88. Dentre os reais —1, 0, I, 2 e 3, qual nao pode ser escrito sob a forma r = xtd A

X
x real?

V. Intervalos

53. Dados dois numeros reais @ e b, com a < b, definimos:
a) intervalo aberto de extremos a e b é o conjunto
la,b[=xE€IRIa<x< bl
que também pode ser indicado por a — b.
b) intervalo fechado de extremos @ € b € o conjunto
[a, b] = x € IRl a < x < b
que também pode ser indicado por a+b.

¢) intervalo fechado a esquerda (ou aberto a direita) de extremos a € b
¢ o conjunto

[a, b = xE€IRla<g<x<Db
que também pode ser indicado por a — b.

d) intervalo fechado a direita (ou aberto a esquerda) de extremos a € b
¢ o conjunto

Ja,b] = x €E IRl a < x < b}
que também pode ser indicado por a — b.

Os nimeros reais @ € b sdo denominados, respectivamente, extremo infe-
rior e extremo superior do intervalo.

53



CONJUNTOS NUMERICOS

Exemplos

1912, 5[ = x € IR 12 < x < 5] ¢ intervalo aberto.
29 [-1,4] = x € R | -1 < x < 4} ¢ intervalo fechado.

39) [%, 7{ = IxERI % <x < 7] ¢ intervalo fechado a esquerda.

49) }——;—, \f] = {x ERI —-;— < XK \E ¢ intervalo fechado a direita.

Também consideramos intervalos lineares os ‘‘intervalos infinitos’’ assim
definidos:

a)]-»o,a[ = x € RIx < a}

que também podemos indicar por —© —— q.
b) ]-»,a]l = x € R | x < aj

que também podemos indicar por —e0 — a.
c)Jla, +o[ = x € IR I x > a}

que também podemos indicar por g —— + .
d) [a, +°[ = x € IR | x > aj

que também podemos indicar por abF— + .
e) |-, +[ = IR

que também podemos indicar por —% —— + o,

54. Representacdo grdfica

Os intervalos tém uma representacdo geométrica sobre a reta real como
segue:

la, B[ - >
[a, b] . >
[a, bl : -
Ja, b] - >
], a] - -
la, +oof —
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EXERCICIOS

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Represente sobre a reta real cada um dos seguintes conjuntos:
A=xxERI1<L<x<K2

B=xx€RI0<x<3]

C=KxERIx<0 ou x>2
D=xxE€ERI-1<x<0 ou x >3

Descreva, conforme a notac¢do da teoria dos conjuntos, os seguintes intervalos:
-1, 31, [0, 2[, 1-3, 4[, |-, 5[ e [l, +oo[.

Utilizando a representacdo grafica dos intervalos sobre a reta real, determine
ANB e AUB, sendo A=1[0,3] e B=1][l4].

Solucio
0 3
A +— —
1 4
B + + >
1 3
ANB B
0 4
A UB- 2

entio ANB=[1,3]1 e AUB=]0,4].

Descreva os seguintes conjuntos:

a) [0, 2] N [1, 3] ' d) ]-%, 2] N [0, 4+
b) [0, 21 N 11, 3 ¢) [-1, +[ N [— %, 2[
) ]—1, %[ n ]0, %{ f) [1,2]1 N [0, 3] N [-1, 4]
Determine os seguintes conjuntos:
a) [-1, 31 U [0, 4] c) [-1, 31 U [3, 5]

. S -3 1
b) 1-2, 1] U 10, 5[ d)[ 2,0[U] > 4]

Sendo A = [0, 5[ e B = 11, 3[, determine (5.
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95. Sendo A ={xE€ERI —I<x<3] e B=[x€RI2<x<35|, calule
A U B.

96. Sejam A = (—0; 2] e B = [0; + =) intervalos de niimeros reais. Determine A N B.

97. Determine a interse¢do dos conjuntos:
RNQ@ (NNZ)UQ e INUZnNQ).

VI. Conjunto dos niimeros complexos

55. Vimos que 4a € IR, qualquer que seja o real @ ndo negativo. Assim,

por exemplo, JZ, {'5, ‘{-‘8, 5 % e ¢ sdo numeros reais.

Desde que o indice da raiz seja impar, os radicais da forma d—a, em
que ¢ € IR, , também representam nimeros reais. E o caso, por exemplo, de

-1, {-32 e 1-3.
Se o radicando € negativo e o indice da raiz é par, entretanto, o radical
1—a ndo representa elemento de IR. Por exemplo, y—I ndo € real, pois:

J:I=x=>—1=x2

e isso é impossivel, pois se x € IR, entdo x2 > 0.

Resolveremos definitivamente o problema de dar significado ao simbolo

'\'fzz, para todo numero ¢, introduzindo no volume 6 desta colecdo o conjuntoC
dos nimeros complexos, do qual IR é um subconjunto.

VII. Resumo

Os conjuntos numéricos podem
ser representados esquematicamente pe-
la figura ao lado:

Observemos que
NcZcQcIRcC.

Notemos também que:

Z — IN = conjunto dos numeros
inteiros negativos

Q — Z = conjunto dos ntimeros
racionais nao inteiros

IR — @ = conjunto dos nimeros
reais irracionais.
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Apéndice
Principio da inducao finita

56. Indugdo vulgar
A inducdo vulgar (generalizagdo de propriedade apds verificagdo de que

a propriedade ¢é valida em alguns casos particulares) pode conduzir a sérios en-
ganos na Matemadtica. Vejamos dois exemplos:

19) Consideremos a relacdo y = 22" + [ definida para n € IN.

Temos:

n=0 = y=2"+1=2 +1=3
n=1= y=2+4+1=2 +1=35
n=2 = y=2+1=2" +1=17
n=3 = y=2"+1=2 +1 =257
n=4 = y=2"+1=2%+1=65537

Os numeros y encontrados sao nimeros primos. Fermat (1601-1665) acre-
ditou que a formula acima daria nimeros primos, qualquer que fosse o valor
inteiro positivo atribuido a n. Esta indugao ¢é falsa, pois Euler (1707-1783) mos-
trou que para n = 5 resulta y=2% + 1 = 232 + ] = 4294 967 297 =
= 641x6 700 417, isto é, resulta um numero divisivel por 64/ e que, portan-
to, ndo € primo.

2°) Dada a relacdo y = —”?3 " 37”2——7} + 3, definida para todo
n € IN*, temos:

n=1=y=—% 3-212__7:;’_1+3=—1+9—614+18=2

n=2=>y__2?3+3.722_7_:;2+3=—8+36g28+18=3

n=3=>y__3?3+3.732_%”:—27+816—42+18=5

n=4=y__4?3+3-T42_%+3=—64+1446—56+18=7
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Poderiamos tirar a conclusdo precipitada: ¢‘y é nimero primo, ¥ n € IN*”’,

Essa indugdo também ¢é falsa, pois:
5° 3.5
n=5=y=—-—"—+
Y="%6 T2

_ —125+225-70+18 _
6

7-5
—— g 3 8.
3

57. E necessario, portanto, dispor de um método com base légica que permi-
ta decidir sobre a validade ou ndo de uma inducdo vulgar.

Consideremos, por exemplo, a igualdade:
1+3+5+...+@n—-1)=n? (n € IN%)

que expressa a propriedade: ‘‘a soma dos » primeiros nimeros impares positi-
vos é n?’’.

Vamos verificar se ela é verdadeira:

n=1 = 1 1? %)

n=2 = 1+3=4=2 V)

n=3 = 1 +3+5=9=3 (V)

Il

n=10 = 1+3+5+..+4+19=100 =102 (V)

Mesmo que continuemos o trabalho fazendo a verificacdo até n = 1 000 000,
nao estara provado que a férmula vale para todo # natural, pois poderd existir
um zn > [ 000 000 em que a féormula falha.

58. Principio da inducgdo finita
Para provarmos que a relagdo é valida para todo » € IN* empregamos
o principio da inducdo finita (P.I.F.) cujo enunciado é o seguinte:

Uma proposicdo P(n), aplicdvel aos numeros naturais n, é verdadeira pa-
ra todon € IN, n > n,, quando:

1°) P(n,) é verdadeira, isto é, a propriedade é vilida para n = n,, e
2?) Sek € IN, k > n, e P(k) € verdadeira, entdo P(k + 1) também é
verdadeira.

Provemos, por exemplo, que:
1+3+5+..+@n-1)=n (@€ IN¥%

19) Verifiquemos que P(/) é verdadeira:
n=1= 1=1?
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2°) Admitamos que P(k), com k € IN*, seja verdadeira:
1+3+5+ ..+ @2k—1) =k* (hipdtese da inducio)

e provemos que decorre a validade de P(k + 1), isto é:

1+3+5+ ..+Q@Qk-1D+Rk+1—1] =k + 1)~
Temos:

1+3+5+...+(2k—1)+(2k+1)=‘_52_|+(2k+1)=k2+2k+1=(k+1)2.

A

EXERCICIOS

99.

100.

Demonstre usando o principio da indugéo finita.

n(n + 1)

,1+2+3+...+n=T,VnEIN*.

(m+ 1)@ + 3n)

2+5+8+ ...+ ...+ @2+ 3n)= > ,¥n € IN.
20 + 2 +22 4+ . 4201 = 20— 1, wn € IN*,
24+24+3 4. +n2= n(n+1)6(2n+1),Vn€IN*.

2
13+23+33+...+n3=[%],\MEIN*.

81 (3% —1), ¥n € IN*.

Solugio

1°) P(1) é verdadeira, pois 8 | (32— I).
2?) Admitamos que P(k), k € IN*, seja verdadeira
-8 |1 (3% —1) (hipétese da indugdo)
e provemos que 8 | (3%k+1) —]):
Ak D—§ = 2b32 k.32 ) — RAPH-A=R:3% @320
entdo:

818-3% 2k 2k 2(k +1)
8|(32k-1)} — 81 (8-3% 4+ -1 — §|END_),
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104.
105.

106.

107.
108.

109.

110.

112.
113.

114.

60

6inn + 1) (n + 2), ¥n € IN.
21(m? + n), ¥n € IN.
31(m® + 2n), ¥n € IN.

1 B 1) _ .
(l+1)(1+ 2)(1+ 3> (1+ n) n + 1, ¥n € IN*.

1 1 1 1 n
+ + ...+ = , ¥n € IN*,
1:2 T 2.3 T 3.4 s+ n+1'° "

nn+ 1)(n + 2)
3

1-2+2-3+3-4+...+nn+1)-= , ¥n € IN*,

2n > n + 1, ¥n € IN*,

Solucio

1°) P(1) ¢é verdadeira, pois 2-1 > 1 + 1.

2°) Admitamos que P(k), kK € IN*, seja verdadeira:
2k > k + 1 (hipotese da indugdo)
e provemos que 2(k + 1) > (k + 1) + 1.
Temos:
2k + )=2k+22k+D+2>k+1)+1

. 2" > n, ¥n € IN.

4
l3+23+33+...+n3>nT,Vn€IN*.

(1+a">1+ na, ¥n € IN*, va€ R, a > —1.

O numero de diagonais de um poligono convexo de n lados ¢ d, = i(nz_—j)

Solucao

19) P(3) é verdadeira, pois:
33-3)
————x
e isso é verdade porque um tridngulo ndo tem diagonais.

n=3=d3= 0
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2°) Supondo vélida a férmula para um poligono de & lados (kK > 3):
kKk—3

de= — (hipdtese da indugio)

provemos que ela vale para um poligono de k + 7 lados:

=t o)k -+ 1) — 3] k +1)k-2)
dyyy = 2 = 2 -

Quando passamos de um poligono com k vértices para um de k + /
vértices, acrescentando mais um vértice, ocorre o seguinte:

1. todas as diagonais do primeiro poligono continuam sendo diago-
nais do segundo;

2. um lado do primeiro se transforma em diagonal do segundo;

3. no segundo ha k — 2 novas diagonais (as que partem do novo

vértice).
Vejamos, por exemplo, a passagem de um quadrilatero para um pen-
tdgono:
E (novo vértice)
D
A

AC e BD sao diagonais — AC e BD continuam diagonais
AD ¢ lado — AD se transforma em diagonal
EB e EC sao diagonais

Entao:
k(k—3) i k*=3k +2k—2  (k+ )(k—2)
2 - 2 % 2 :

ey =dy+1+(k=2)=

115. A soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo de n lados
€ S = (n=2)--180°

116. Se A é um conjunto finito com # elementos, entdo @(A), conjunto das partes
de A, tem 2" elementos.
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LEITURA

Eudoxio e os Incomensuraveis

Hygino H. Domingues

A descoberta no séc. V a.C. da existéncia de grandezas incomen-
suraveis (como a diagonal e o lado de um quadrado) abalou a mate-
matica grega, dado o peso que nela tinha a escola pitagdrica. Afinal
esta escola apoiava-se na convic¢do de que 0 universo numerico nao
ultrapassava o que hoje chamamos de conjunto dos nimeros racionais
estritamente positivos. Ademais, o espirito do povo grego era muito
diferente do babildnico, por exemplo, que aceitava as aproximagoes
de nimeros irracionais acaso surgidos em algum problema sem ques-
tionamentos de ordem tedrica. Os pitagdricos, por ndo encontrarem
uma saida matemadtica satisfatdria para o impasse, limitaram-se sem-
pre, no caso de razdes, aquelas entre grandezas comensuraveis.

A primeira teoria das propor¢oes, envolvendo grandezas incomen-
surdveis, € obra de Euddxio (aproximadamente 408 a 355 a.C.). Natu-
ral de Cnido, colonia grega situada na Asia Menor, Euddxio é conside-
rado, depois de Arquimedes, o
maior matematico da Antiguidade.
Muito jovem, deixou sua cidade na-
tal para estudar geometria com o pi-
tagdrico Arquitas. Depois seguiu
para Atenas, onde estudou filoso-
fia na Academia de Platdo. Muito
pobre, optou por morar na cidade
de Pireu, a duas milhas de Atenas,
onde a pensao era mais barata, fa-
zendo a pé, todos os dias, o cami-
nho de ida e volta a Academia. Es-
teve também meio ano no Egito
aprendendo, e depois fundou, em
Cisico, uma escola que teve muito
éxito. Com cerca de 40 anos de ida-
de voltou em visita a Atenas, acom-
panhado de alguns alunos, sendo

recepcionado por Platdo com um
banquete. Retornou por fim a Cni-  Eudéxio foi aluno da Academia, escola de
do para ensinar e participar da vi- _ /ilosofia criada por f""ﬁo (foto).

, : ; A ia lig-se a inscrigdo:
dada c1dade, terminando seus dias entrada da Academia lia-se a inscrigdo.

A “‘Que aqui nao adentrem aqueles que nao
cercado de prestiglio. conhecem geometria’’.



A solu¢do encontrada por Eudodxio para o problema da incomen-
surabilidade, embora brilhante, tinha como sério inconveniente o fato
de ser meramente geométrica, o que contribuiu fortemente para que
nos dois milénios seguintes a geometria se tornasse praticamente a ini-
ca base de rigor da Matematica.

Eudéxio introduziu a nogao de grandeza para representar gene-
ricamente coisas como segmentos, angulos, areas, volumes ¢ tempo,
por exemplo, e a idéia de muiltiplo de uma grandeza segundo um nu-
mero natural ndo nulo. Assim, se @, b, ¢, d sao grandezas (@ € b da
mesma espécie; ¢ e d também da mesma espécie), o conceito de pro-
por¢ao segundo Euddxio (e que ira figurar nos Elementos de Euclides
como defini¢do 5, livro V) é o seguinte:

““‘a/b = c/d se, e somente se, para quaisquer naturais nao nulos
m e n: (ma = nb= mc= nd) ou (ma> nb = mc > nd) ou
(ma < nb = mc < nd).

Com isso, no fundo, o conjunto dos numeros racionais maiores
que zero fica dividido em duas classes, aquela dos quocientes m/n tais
que ma < nb e a dos quocientes m/n para os quais ma > nb. Esca-
pou aos gregos destacar o ente definido por essas classes, ou seja, o
numero real o que é a medida de b em relacdo a a.

Outra criagdo importante de Eudéxio foi o chamado (atualmen-
te) método de exaustdo para determinar dreas e volumes de figuras cur-
vas. Tal método baseia-se, em ultima instancia, num postulado que le-
va o nome de Arquimedes mas que, segundo este, é devido a Eudoéxio:
‘““Dadas duas grandezas ndo nulas de mesma espécie, sempre ha um
muiltiplo de uma que supera a outra’’. Com isso Eudoéxio pode provar,
por exemplo, que as dreas de dois circulos estdao entre si como os qua-
drados de seus raios e os volumes de duas esferas como os cubos de
seus raios.

Resultados como esses, embora notaveis, por nao se traduzirem
em métodos numéricos, poem em relevo a face negativa da matemati-
ca de Eudoéxio.



CAPITULO IV

Relacoes

I. Par ordenado

59. Par

Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos. Assim {/, 2],
{3, =1}, {a, b} indicam pares. Lembrando do conceito de igualdade de conjun-
tos, observamos que inverter a ordem dos elementos ndo produz um novo par:

1, 2] = 2,1}, 3, 1] = {~1, 3}, fa, b} = [b, a}.

Em Matematica existem situagdes em que ha necessidade de distinguir dois
pares pela ordem dos elementos. Por exemplo, no sistema de equagdes

Xy =3
Xx—y =1

x = 2ey = 1ésolugdo, ao passoquex = /ey = 2ndo € solugdo. Se repre-
sentdssemos por um conjunto, teriamos: {2, /} seria solugdo e {/, 2} ndo seria
solucdo. H4 uma contradic¢do pois, sendo {2, /] = (I, 2], o mesmo conjunto
¢ e ndo ¢ solugdo. Por causa disso dizemos que a solucio € o par ordenado
(2, 1) em que fica subentendido que o primeiro elemento 2 refere-se a incogni-
ta x e o segundo elemento / refere-se a incognita y.
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60. Par ordenado

Admitiremos a nog¢ao de par ordenado como conceito primitivo®). Para
cada elemento a e cada elemento b, admitiremos a existéncia de um terceiro
elemento (a, b), que denominamos par ordenado, de modo que se tenha

(a;b)=i(c;d) = a'=¢ ecb=1d

II. Representacao grafica

61. Plano cartesiano P
v A

Consideremos dois €ixos x e y per-
pendiculares em 0, os quais determinam
o plano o.

Dado um ponto P qualquer,
P € «, conduzamos por ele duas retas:

x'fx e y [y

Denominemos P; a interse¢do de -1 >
x com y' e P, a intersecdo de y com x’.

Nessas condi¢oes definimos:

Yy

a) abscissa de P ¢ o numero real x, representado por P,

b) ordenada de P é o numero real y, representado por P,

¢) coordenadas de P sdo 0os numeros reais X, € yp, geralmente indicados
na forma de um par ordenado (X, yp) €m que X, € O primeiro termo

d) eixo das abscissas é o eixo x (ou Ox)

e) eixo das ordenadas é o eixo y (ou Oy)

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular)
é o sistema xOy

g) origem do sistema é o ponto O

h) plano cartesiano é o plano «

(*) Poderiamos definir par ordenado como Kuratowski fez:
(a, b) = {(a], [a, b}

mas isso ficaria fora do nivel deste curso.
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Exemplo

Vamos localizar os pontos L 'F
AQ, 0), BO, -3), C2, 5, D(3,4) [T T T o[ T T Fis6 | ]
5, 8) e T AT

B(~7, -3), F4, =5), G(? 2

no plano cartesiano lembrando que, L I ) P O O O
no par ordenado, o primeiro nime- | | | | | || | |
ro representa a abscissae osegundo . | . | S0l 0 L Tl L
a ordenada do ponto. S O [ [

6Z. Correspondéncia entre pontos e pares ordenados

Teorema

Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos pa-
res ordenados (xp, yp) de nimeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

Demonstracdo

17 parte

As definicdes dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P € «,
corresponde um unico par de pontos (P,, P,) sobre os eixos x e y respectiva-
mente e, portanto, um #nico par ordenado de numeros reais (xp, yp) tais que
Xp € yp sdo representados por P, e P,, respectivamente.

Esquema: P — (P,, P,) — (Xp, Vp)-

2% parte

Dado o par ordenado de numeros reais (xp Jp), existem P, € x €
P, € y tais que P, representa x, ¢ P, representa y,, conforme vimos no
item 52.

Se construirmos x’ / x por P,e y’ J/ y por P,, essas retas vd0o concor-
rer em P. Assim, a todo par (xp, ¥p) corresponde um unico ponto P, P € a.

Esquema: (x, y,) — (P;, P,) — P.
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EXERCICIOS

117. Dé as coordenadas de cada ponto do plano cartesiano abaixo.

e T

-+
s ! 1 — 4
| - ﬁ.jﬂ‘ —4 - —

118. Assinale no plano cartesiano os pontos: A(2, —3), B(0, —4), C(—4, —5), D(-1, 0),

EQ, 5), FG, 4), GG, 0), H=3, 2), 1 (4

r)I A‘L‘
|

O |
1]

3
5}

IIl. Produto cartesiano

63. Sejam A e B dois conjuntos nio vazios. Denominamos produto cartesia-
no de A por B o conjunto 4 X B cujos elementos sdo todos pares ordenados

(x, ¥), em que o primeiro elemento pertence a 4 e o segundo elemento pertence
a B.

AXB =[x, y)Ix €E A e y € B}

O simbolo A X B 1é-se ‘A cartesiano B’’ ou ‘‘produto cartesiano de A por B’’.

Se A ou B for o conjunto vazio, definiremos o produto cartesiano de A
por B como sendo o conjunto vazio.

AXQD = O OxB = @ OXD =D
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Exemplos

1°) Se A =1{1,2,3] e B={1,2], temos
AxB = ((1,1),(1,2),(2,1),(2,2,3, 1,3, 2)]
e
BxA = (1, 1), (1, 2), (1, 3), 2, 1), (2, 2), (2, 3)}

e as representagdes no plano cartesiano sdo as seguintes:

Ay AxB vA BxA
(1, 3) (2, 3
3t----d4--—-4-
1 1
: i
1 (2,2) (3,2 ', 21 U2 2
2-r----4-—-—J-——-JlL 24----d- e
I ]
: 1 ! ! |
| | ! ! |
W1, 1) 2, 1 43, 1) 11, 1) 4(2
B e Al S 1ol e
1 1 ! I
| 1 : : :
: : : X‘ | | .
1 2 3 - 1 2 x

2%) Se A = (2, 3}, entdo o conjunto A X A (que também pode ser indi-
cado por A7 e 1é-se ‘A dois”’) é:

AXA = {2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3).
39) SeA={xERII<x<3]e

B = {2}, entdo temos vA
AXB = {(x, 2)Ix € A].
A representacdo grafica de A X B da co- 5 Ppm——0

mo resultado o conjunto de pontos do
segmento paralelo ao eixo dos x da fi-
gura ao lado.

b e i, o e e S
[0 1 SR R

—>»
X

4%) SeA =[x €EIRII <x<3eB={x€IRII<x< 5], temos
AXB = {(x,y) € IR?II < x < 3el<y<S5} representado graflcamen-
te no plano cartesiano pelo conjunto de pontos de um retdngulo. Notemos que
BXA = {(x,y) EIRII <x<5 e 1<y< 3] érepresentado por um re-
tédngulo distinto do antenor
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> o
—> B
X X

(72 13

|
1
Observacdes

12) Se A # B,entdao A XB # BXA, isto é, o produto cartesiano de dois

conjuntos ndo goza da propriedade comutativa.

22) Se A e Bsao conjuntos finitos com m € n elementos respectivamente,
entdo A X B é um conjunto finito com m - n elementos.

32) Se A ou B for infinito ¢ nenhum deles for vazio, entdo A X B é um
conjunto infinito.

EXERCICIOS

119. Dados os conjuntos
A=11,3,4 B = -2, 1} C={1,0,2

represente pelos elementos e pelo grafico cartesiano os seguintes produtos:

a) AxXB ¢) AxC e) B?

b) BXA d) CxA f) C?
120. Dados os conjuntos

A=x€ERIILx < 3}

B=xERI-2<x<2

C=Kxx€RI-4<x<1}

represente graficamente os seguintes produtos:

a) AXB ¢) BxC e) A?

b) AxC d) CxB f) C?
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121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.
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Dados os conjuntos A = (1,2, 3,4]eB = {x € R < x < 4], represente gra-
ficamente os conjuntos:

a) AXB

b) BXA

c) (AXB) U (BxA)

Sejam os conjuntos A, B e Ctais que A C B C C. Estabeleca as relacdes de in-
clusdo entre os conjuntos A X A, AXB, AXC, BXA, BXxB, BXC,CxA,CxB
e CxC.

Sabendo que {(1, 2), (4, 2)} C A? e n(A?) = 9, represente pelos elementos
o conjunto A2,

Soluciio

O numero de elementos de 472 é igual ao quadrado do nimero de elemen-
tos de A; portanto:

n(A?) = nA)P = @A) =9 = n(A) = 3.

Se A é um conjunto de 3 elementos, (I, 2) € A% e (4, 2) € A2, con-
cluimos que A = {1, 2, 4].

Assim sendo,
AxA =((1,1),(1,2), 1,4, 2, 1),2,2), 2,4, 4 1), 4, 2), 4 4.

Se {(I, =2), (3, 0)} C A? e n(A?) = I6, entdo represente A2 pelos seus ele-
mentos.

Considerando A C B, {(0, 5),(—1,2),(2,—-1)} C AXB e n(AXB) = 12, re-
presente A X B pelos seus elementos.

Sejam F = (1, 2, 3, 4} e G = {3, 4, 7]. Determine o numero de elementos de
FxG.

Dados os conjuntos A = [1,-‘;—]U[x€IR|2<x<3] eB={x€RII<x<K2],

represente graficamente A X B.

Seja Z o conjunto dos nimeros inteiros. Sejam ainda os conjuntos
A=[xEZI-1<x<2}eB = (3,4,5].Qual é o nimero de elementos do
conjunto D = {(x, y) € AXBly > x + 4]?



IV. Relacao binaria

64. Consideremos 0s conjuntos A = (2, 3, 4]
eB={2,3,4,35, 6}. O produto cartesiano de
A por B é o conjunto

AXB =[x, y)IXx E A e y € B}

formado por 3 - 5 = 15 elementos represen-
tados na figura ao lado. Se agora considerar-
mos o conjunto de pares ordenados (x, y) de
A X B tais que x|y (Ié-se: x é divisor de y),
teremos
R = {(x, y) € AXxBlxly} =
= (2,2),2,4,2,6), (3, 3),(3,6), 4, 4},
que é chamado relagdo entre os elementos.de
A e de B ou, mais simplesmente, uma rela-
¢@o bindria de A em B.

O conjunto R esta contido em A X B e
é formado por pares (x, y), em que o elemen-
to x de A é “‘associado’’ ao elemento y de B
mediante um certo critério de ‘relacionamen-
to’’ ou ‘“‘correspondéncia’’

Sera bastante 1til a representagado da re-
lacdo por meio de flechas, como na figura ao
lado.

RELAGCOES

yA
- . i
1 1 |
5 ——-——-q'——‘l-—o—-
1 ' !
A ¥ | A
4 s == ~ _-,~_'_-
! 1 1
| -
S b=t
' | 1
21----- Q-4 -4-
1 1 |
1 1 !
1 1 |
I 1 |
S -
2 3 4

65. Dados dois conjuntos 4 e B, chama-se relacdo bindria de A em B todo

subconjunto R de A X B.

R € relacdo bindria de Aem B << R C A XB.

Se, eventualmente, os conjuntos A4 ¢ B forem iguais, todo subconjunto

de A XA é chamado relacdo bindria em A.

R € relagdo binaria em A < R C A X A.

Utilizaremos as seguintes nomenclaturas ja consagradas:

A = conjunto de partida da relagdo R

B = conjunto de chegada ou contradominio da rela¢do R.
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Quando o par (x, y) pertence a relagdo R, escrevemos xRy (1é-se: ““x erre

y”).

x,y) ER <= xRy

e se o par (x, y) ndo pertence a relagdo R, escrevemos x}é y (lé-se: ““x ndo
erre y”’).

x, y) € R < xKy

Exemplos
1°9) Se A =1(1,2,34,5] e B={1,2, 3,4}, quais sdo os elementos
da relagio R = {(x, ¥)Ix < y} de A em B?

Os elementos de R sdo todos os pares ordenados de 4 X B nos quais o
primeiro elemento é menor que o segundo, isto é, sdo os pares formados pela
‘‘associacdo de cada elemento x € A com cada elemento de y € B tal que
x < y”’.

Temos, entdo:

R ={(1,2),1,3), 1,4, 2,3), 2,49, 3, 4.

2°) SeA = (1,2,3,4,5]eB = (1, 2, 3, 4, 5, 6], quais sdo os elementos

da relagdo bindria R de A em B assim definida: rRy < y = x + 2?

Fazem parte da relagdo todos os pares ordenados (x, y) tais que x € A4,
yE Bey =x+ 2.

Utilizando as representagdes graficas:

vA
M I I |} 1
y 4— o —(9— o—
8 T- | | % 1
| L | |
E1——t¢-9—H-—¢—o-
I 1 | | !
A~
el oo
1 | | |
Bttt
I
Gl ig Ll e e
| 1 i T
1 | I 1 |
14——06 — 94— —¢ — 46— —&—-
| | | 1 |
| I I | I
+ + + + > B
1 2 3 4 5 X
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RELACOES

3% Se A = [—1, 0, 1, 2}, quais sdo os elementos da relacdo
(x, y) € A21x2 = y2)?
Fazendo a representagdo grafica, notamos que:

R=1{0,0,010,3-D L~ L1,Q 2.

|
— = =
1

|
e
—e— —
|

I

I

|

u
3 —
i

4% SeA = (x € RII < 3l e B= y €ERII 2] pede-se
a representacdo cartesiana de AxB e R={xy)€E AxBI =:.X}.
vA AxB vA
ol 1 1_ . 1 l_
R
[ S— - 18 -
1 | 1 |
| | | |
: i o ; PN § -
1 3 x 1 3 x

EXERCICIOS

129.

I) Enumere pares ordenados
IT) represente por meio de flechas
III) faca o gréfico cartesiano
das relagGes bindriasde A = (=2, -1, 0, 1, 2}em B = (-3, -2, -1, 1, 2, 3, 4}
definidas por:

a) xRy <= x+y=2 dxVy << x+y>2
b) xSy <= x2=y xWy <& x—-yP=1
0xTy = Ixl = lyl
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130.

131.

132.

66.

Dado o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6], enumere os pares ordenados e construa
o grafico cartesiano da relacdo R em A dada por:

R = X, y) € A’2Imdc (x,y) = 2].

Seja o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Construa o grafico cartesiano da relacdo
R em A definida por:

Xx Ry <= Xxe ysdo primos entre si.

Dado o conjunto A = {m € Z|1—-7 < m < 7}, construa o grafico cartesiano
da relagdo bindria R em A definida por:

xRy <= x* + y? = 25.
Dominio e imagem
Dominio

Seja R uma relacdo de A em B.
Chama-se dominio de R o conjunto D de todos os primeiros elementos

dos pares ordenados pertencente a R.

67.

xED = v,y € Blx,y)) €R

Decorre da definicdo que D C A.

Imagem

Chama-se imagem de R o conjunto Im de todos os segundos elementos

dos pares ordenados pertencentes a R.

yE Im < Ix, x € AN Y)'ER

Decorre da definicdo que Im C B.

Exemplos
1°9) Se A = {0, 2,3,4}e B = {1, 2, 3, 4, 5, 6], qual é o dominio ¢ a

imagem da relagdo R = {(x, y) € A XBly é miltiplo de x}?
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Utilizando o esquema das flechas
é facil perceber que D é o conjunto dos
elementos de A dos quais partem flechas
e que Im é o conjunto dos elementos de
B aos quais chegam flechas; portanto:

R = {(2,2), 2,4 (2, 6), (3, 3), 3, 6), 4, 4}

D = (2,34 Im = 2, 3, 4, 6}

29) SeA = {x€IRII <x<3leB={y€IRII <y<4],qualé
o dominio e a imagem da relagdo R = {(x, y) € AXBly = 2x}?

Utilizando a representacdo cartesiana, temos:

D=xxERII<x<2 e Im=[y€ RI2Z<Ly<4.

y A vA
PON (- . _AxB 4 | _
1 i
3 |md 13 |%/
B J '
2 — 1
2 i
1
s = Tf== ——
1 ! 1 ! 1
! 3 - : : : .
1 3 X T2 3 X

EXERCICIOS

133. Estabeleca o dominio e a imagem das seguintes relagdes:
a) (1, 1), (1, 3), 2, 4) d (1 +42,{2,a-3,1)
b) (-2, 4), (-1, 1), 3, —7), (2, 1)} e) {(3, %), (-%-, —1>, (% 0)}
9 @ 1, (1, -3), 6, {2))
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134.

135.

136.

137.

138.

VI

68.

Estabeleca o dominio e a imagem das relacdes bindrias do exercicio 129.

Sejam os conjuntos A = (=2, -1,0, 1, 2, 3,4, 5},B=(-2,-1,0,1,2}eR
a relagd@o bindaria de A em B definida por

xRy & x =y

a) Enumere os pares ordenados de R.
b) Enumere os elementos do dominio e da imagem de R.
¢) Faga o grafico cartesiano de R.

Qual é o dominio da relagdo

f=[(x,y)€IR><IRIy: ?

4—x2
Se R é a relagdo bindriade 4 = [x€ERII<x<6}em B={yE€ERIIL<y<4],
definida por
xRy < x =12
forneca:

a) a representagdo cartesiana de 4 X B;
b) a representacdo cartesiana de R;
¢) o dominio e a imagem de R.

Se R e S sdo as relagdes bindrias de 4 = (x € Z1-2 < x < 5] em
B ={y € Z|-2 < y < 3] definidas por:

xRy < 2divide (x—y)
xSy & (x-12=(y—-2~~

forneca:

a) as representacOes cartesianas de R e de S;
b) o dominio e a imagem de R e de S;
c) RNS.

Relacao inversa

Dada uma relagdo binaria R de A em B, consideremos o conjunto
R! = {(y, x) € BXAI(x, y) € R].

Como R~ é subconjunto de BX A4, entdo R’ é uma relacdo bindaria de

B em A, a qual daremos o nome de relacdo inversa de R.
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Decorre dessa defini¢do que R~/ € o conjunto dos pares ordenados obti-
dos a partir dos pares ordenados de R invertendo-se a ordem dos termos em
cada par.

Exemplos

1°) Se A = (2,3,4,5] e B= {1, 3,5, 7}, quais sdo os elementos de
R ={(x,y) € AXBlx <y} ede R™"?

Utilizando o esquema das flechas,

A B B A

temos: R = {(2,3), 2,5, (2,7, (3,5, (3.7, 4,5, 4, 7, 5, 7}
e R"=1(3,2),(6,2,(7,2),53),(7,3),65,4, 7,9, 0, 9.

2°) SeA ={xE€EIRII <x< 4 e B={y€IRI2 <y < 8j,repre-

sentar no plano cartesiano as relagdes R {(x, y) €E AXBly = 2x] e sua
inversa R/,
vA v A
1 R
8.._. -
R—‘I
4.\.___ : H -
1 r
21- -
1 I
T 1 ! == =
| 1 = J - P I -
1 4 x 2 8 x
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VII. Propriedades das relacdes

69. Sio evidentes as seguintes propriedades:

1?) D(R™) = Im(R)

isto é, o dominio de R~/ é igual a imagem de R.

2%) Im(R™) = D(R)

isto é, a imagem de R" ¢ igual ao dominio de R.

3) R =

isto é, a relacdo inversa de R é a relagdo R.

EXERCICIOS

139.

140.

141.

78

Enumere os elementos de R/, relagdo inversa de R, nos seguintes casos:
a) R =((1,2),3,1), 2, 3)

b) R = [(19 —l)’ (2) _l)’ (3’ _1)’ (—.2! 1)}

o R ={(-3,-2),(,3), (-2, -3), (3, 1)

Enumere os elementos e esboce os graficos de R e R/, relagdes bindrias em
A = [x € IN|Ix < 10}, nos seguintes casos:

a) R = ((x,y) € A’Ix +y = 8]

b) R = [(x, y) € A2Ix + 2y = 10}

) R=(xy) €EAly =x—-32+ 1)
d) R = {(x,y) € A’ly = 28

Dados os conjuntos A = (x EIRII < x<6],B=[(yERI2Z<<y<10]e
as seguintes relagdes bindrias: ’

a) R = [(x,y) € AxBIx = y]

b) S = [(x, y) € AxBly 2x]

)T ={(x,y) € AXBly = x + 2]

d) V=1{xy) €EAxXBlx +y =7

dé o grafico cartesiano dessas relagdes e das respectivas relagdes inversas.



CAPITULO V

Introducao
as Funcoes

I. Conceito de funcao

70. Exemplos iniciais

Vamos considerar, por exemplo, 0s conjuntos
A=100,1,23 e B={10,1,2,3]
e as seguintes relagdes bindrias de A em B:

R = {(x,y) € AXBly = x + 1]

S ={(x,y) € AxBly* = x}

{(x,y) € AXBly = x]

(x,y) € AXBly = x— 1) -1}
W = [(x, y) € AXBly = 2}

Analisando cada uma das relagdes, temos:

a) R = [0, 1), (1, 2), (2, 3)]
Para cada elemento x € A, com
excecdo do 3, existe um sO elemento
y € B tal que (x, ) € R. .
Para o elemento 3 € A, nio exis-
te y € Btal que (3, ¥) € R. A B

<™
Il
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b) S = {0, 0), (1, 1), (1, 1), (2, 2), 3, 3)}

Para cada elemento x € A, com
excecdo do /, existe um sé elemento
y € Btal que (x, y) € S. Para o ele- "y
mento / € A existem dois elementos de A.
B,oleo—I,taisque (I, 1) € Se (I, .

-1) € 8.

A B
o T ={0,0),(1,1),(2,2),3,3)
Para todo elemento x € A, sem
excecdo, existe um sé elemento y € B '
tal que (x, y) € T. .
A B

d) V={(0,0),(1,-1),(2,0),(3,3)]

Para todo elemento x € A4, sem —
excegdo, existe um sé elemento y € B
tal que (x, y) € V.

e) W=((0,2),(1,2),2,2),3,2)

Para todo elemento x € A, sem
excecdo, existe um so elemento y € B ‘

tal que (x, y) € W. .\

|

A B

As relagdes 7, V, W, que apresentam a particularidade: “‘paratodox € A
existe um s6 y € Btal que (x, y) pertence a relacdo’’, recebem o nome de apli-
cacdo de A em B ou funcdo definida em A com imagens em B.
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II. Definicao de funcao

71. Dados dois conjuntos 4 e B®, ndo vazios, uma relagdo f de A em B re-
cebe o nome de aplicaci@o de A em B ou funcdo definida em A com imagens
em B se, e somente se, para todo x € A existeumsé y € Btal que(x, y) € f.

féaplicaciode Aem B <= (Vx € A, 3l y € BlI(x,y) € )

72. Esquema de flechas

Vejamos agora, com o auxilio do esquema das flechas, que condicdes de-
ve satisfazer uma relacdo f de A em B para ser aplicagdo (ou fung¢do).

1°) E necessério que todo elemento x € A participe de pelo menos um
par (x, y) € f, isto €, todo elemento de A deve servir como ponto de partida
de flecha.

2°) E necessario que cada elemento x € A participe de apenas um tinico
par (x, y) € f, isto é, cada elemento de A deve servir como ponto de partida
de uma unica flecha. ‘

Uma relagdo fnao éaplicacdo (ou fungdo) se nao satisfizer uma das con-
digdes acima, isto é:

19) se existir um elemento de A do
qual ndo parta flecha alguma ou

>
w

f ndo é funcao

29) se existir um elemento de A do
qual partam duas ou mais flechas.

oo}

A
f nao é funcéo.

(*) Em todo o nosso estudo de fungdes, fica estabelecido que A e B sdo conjuntos formados de nimeros reais,
isto é, A e B contidos em IR.
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73. Grdfico cartesiano

Podemos verificar pela representacao cartesiana da relagdo fde A em B
se f¢é ou ndo fungdo: basta verificarmos se a reta paralela ao eixo y conduzida
pelo ponto (x, 0), em que x € A, encontra sempre o grdfico de f em um so
ponto.

Exemplos
19) A relagdo fde A em IR, com
A=x€IRI-1<x <3},
representada ao lado, é func¢d@o, pois to-
da reta vertical conduzida pelos pontos

de abscissa x € A encontra sempre o
grdfico de f num so ponto.

2°) A relacdo fde A em IR, repre-
sentada ao lado, em que

A=x€RI-2<x<2,
ndo é fungdo, pois ha retas verticais que

encontram o grafico de f em dois T 2 >
pontos.

3°%) Arelacdo fde A em IR, repre-
sentada ao lado, em que 4

A={x€IR|O$X<4], /-

ndo é fungcao de A em IR, pois a reta ver-
tical conduzida pelo ponto (7, 0) ndo
encontra o grafico de f. Observemos que
f € funcdo de B em IR em que

B={x€RI2<x<4. —>
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EXERCICIOS

142. Estabele¢a se cada um dos esquemas das relagdes abaixo define ou ndo uma fun-

143.

cdlode A = (—1,0, 1, 2}em B = [-2, =1, 0, 1, 2, 3]. Justifique.

a)

<)

A B

Quais dos esquemas abaixo definem uma fung¢do de 4 = (0, I, 2] em
B=(-1,0 1 2)?

a) b)
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144. Quais das relagdes de IR em IR, cujos graficos aparecem abaixo, sdo fungdes? Jus-

tifique.
a) b) c)
7 ) T WATTTT]
1 — i Nl L
T
e ol | - ‘ o
> [ ] K LN & X
X | i\'"‘qN.\.‘ WL I\v e
] , T
L1 [TTTTTT
d) e) f)
vk T Ivh [ [ [ Iv [T
- J =
/ I
\ l / 7L 8 L
\ ] P /% .
\ / /
\ NA
5 1

III. Notacao das funcoes

74. Toda funcdo é uma relacdo binaria de A em B; portanto, toda funcdo
¢ um conjunto de pares ordenados.

Geralmente, existe uma sentenc¢a aberta y = f(x) que expressa a lei me-
diante a qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, ¥) € f, entdo
f=xy)IxE A y€E€ Bey = f(x).

Isso significa que, dados os conjuntos A e B, a fun¢do ftem a lei de cor-
respondéncia y = f(x).

Para indicarmos uma fun¢ido f, definida em 4 com imagens em B segun-
do a lei de correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes notag¢des:

f: A — B A >~ B f: A— B tal que
x5y O eefm M y = f(x)
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Exemplos

1°) f:A — B talque y = 2x

¢ uma funcado que associa a cada x de A um y de B tal que y = 2x.
29) f:IR — IR talque y = x?

¢ uma funcdo que leva a cada x de IR um y de IR tal que y = x?2.
3°) f: R, — R talque y = x

¢ uma funcdo que faz corresponder a cada x€ IR, um y € IR tal que y = \;c.

75. Imagem de um elemento
Se (a, b) € f, como ja dissemos anteriormente, o elemento b é chama-
do imagem de a pela aplicagcdo f ou valor de f no elemento a, e indicamos:
fa) = b

que se & ““fde a é igual a b”’.

Exemplo

Seja a funcao
f: IR — R
X — 2x + 1, entdo:

a) a imagem de 0 pela aplicagdo f é I, isto é:
f0)=2-0+1=1

b) a imagem de —2 pela aplicacdo f é —3, isto é:
f-2)=2-(-2)+1=-3

¢) analogamente

1 1
fl—)| =2-—+1=2
323
f2) =2-42 + 1 N
f0,7) =2-0,7 + 1 = 2,4 \
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EXERCICIOS

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

86

Qual ¢ a notagdo das seguintes fungdes de IR em IR?

a) f associa cada nimero real ao seu oposto.

b) g associa cada numero real ao seu cubo.

¢) h associa cada numero real ao seu quadrado menos /.
d) k associa cada numero real ao nimero 2.

Qual é a notagdo das seguintes fungdes?

a) fé funcdo de Q@ em Q que associa cada numero racional ao seu oposto adicio-
nado com /.

b) g é a fungdo de Z em @Q que associa cada nimero inteiro & poténcia de base
2 desse numero.

¢) h é a fun¢do de IR* em IR que associa cada numero real ao seu inverso.

Seja f a fung¢do de Z em Z definida por f(x) = 3x — 2. Calcule:

a) f2) b) f(=3) ¢ £(0) d) f(%)
Seja f a func¢do de IR em IR definida por f(x) = x? — 3x + 4. Calcule:
a) f2) &) f(%) o) f(3)

b) f(=1) d) f(— %) £y £(1 = y2)

Seja P o unico nimero natural que é primo e par. Sendo f(x)=(0,25)"*+x—1,
determine o valor de f(P).

Seja f a fun¢do de IR em IR assim definida

1 se x €EQ
. )= 1y 41 se x €EQ
Calcule:
a) f(3) o) f42) e) f3-1)
b) f(— %) d) f(J4) £) £(0,75)

Seja a fungdo f de IR em IR definida por f(x) =

2x5— 2 Qual é o elemento do

» 3 : 5
dominio que tem — 7 COmo 1magem!



152.

154.

155.
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Solucao
Queremos determinar o valor de x tal que f(x) = — —‘:—;
basta, portanto, resolver a equagdo 2x5— 3 = - %

Resolvendo a equagdo:

ZX—S._3=_% <= 42x—3)=-3 -5 < 8x—12=-15 <= x:—%.
Resposta: O elemento é x = — %

. " . s 3x + 2 .
Seja a funcdo fde IR — {/} em IR definida por f(x) = ey Qual é o ele-

mento do dominio que tem imagem 27?

. Quais sdo os valores do dominio da fungéo real definida por f(x) = x?—5x+ 9
Q ¢ P

que produzem imagem igual a 3?

A funcdo fde IR em IR é tal que, para todo x € IR, f(3x) = 3f(x).Sef(9) = 45,
calcule f(17).

Solugiio

Fazendo 3x = 9 = x =3
fO =13-3)=3-13) =45
Fazendo3x =3 = x =1
f@) = 3 - P ="F=f( B =15
Portanto, f(f) = 5.

3.15 = f3) =.15

3-5 = f(l)=5

A funcdo f: IR — IR tem a propriedade: f(m - x) = m - f(x) param € R e
x € IR. Calcule f(0).

. E dada uma fungio real tal que:

1. fx) - f(y) = f(x+y)
2. f(1) = 2

3. f(2) = 4
Calcule f(3 + V2).
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157. Seja fuma fun¢do, definida no conjunto dos niimeros naturais, tal que:
f(n + 1) = 2f(n) + 3
para todo » natural.

a) Supondo f(0) = 0, calcule f(1), f(2), f(3), f(4), ... e descubra a “‘férmula
geral’’ de f(n).
b) Prove por indugdo finita a férmula descoberta.

IV. Dominio e imagem

Considerando que toda func¢do fde 4 em B é uma relag¢do bindria, entdo
f tem um dominio e uma imagem.

76. Dominio

Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para os quais
existe y € Btal que (x, y) € f. Como, pela defini¢do de fun¢do, todo elemen-
to de A tem essa propriedade, temos nas fungdes:

dominio = conjunto de partida
isto é,
D = A.

77. Imagem

Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para os quais
existe x € A tal que (x, y) € f; portanto:

imagem é subconjunto do contradominio
isto é,
Im C B.

dominio contradominio
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Notemos, que, feita a representagdo cartesiana da funcdo f, temos:
Dominio

(D) é o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verficais con-
duzidas por esses pontos interceptam o grafico de f, isto ¢, € o conjunto for-
mado por todas as abscissas dos pontos do grafico de f.

Imagem

(Im) é o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais
conduzidas por esses pontos interceptam o grafico de f, isto é, é o conjunto
formado por todas as ordenadas dos pontos do grafico de f.

Exemplos
19) 29)
vA v A
I~ h4
_______ 4 !
: :
I
i |
3 - | 2L
i | _ 2 Nl *
-2 0 1 xr R
D=x€IRI-2<x< 1] D=x€IRI-2<x<3
Im={y€RIOSy <4 Im={y € RI-1 <y<4
39) 49)
VI vA
2
2 o T N
I
:::Tﬁﬁ____ i | | E
l/'f -2 ~i 1 2 x=
_2‘|

D = {x € RIx # 0} D=xx€RI-2<x<2
Im={yE€ERI-2<y<0 Im = (1, 2}
ou 1 <y<2

Il
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78. Dominio das funcées numéricas

As fungdes que apresentam maior interesse na Matematica sdo as fun-
¢Oes numéricas, isto €, aquelas em que o dominio A e o contradominio B sdo
subconjuntos de IR. As funcées numericas sao também chamadas funcdes reais
de varidvel real.

Observemos que uma fungdo f fica completamente definida quando sao
dados o seu dominio D, o seu contradominio e a lei de correspondéncia
y = f(x).

Quando nos referimos a funcdo f e damos apenas a senten¢a aberta
y = f(x) que a define, subentendemos que D é o conjunto dos nimeros reais
X cujas imagens pela aplicacdo f sdo numeros reais, isto é, D é formado por
todos os niimeros reais x para os quais é possivel calcular f(x).

x €ED <= f(x) € R.

Exemplos

Tomemos algumas fungdes e determinemos o seu dominio.

19) y = 2x
notando que 2x € IR para todo x € IR, temos:
D = IR.
29) y = x?
notando que x? € IR para todo x € IR, temos:
D = IR.
1
o e piE
3 y= =
notemos que % € IR se, e somente se, x € real e diferente de zero; temos, entao:
D = |R¥*,
49 y = {x
notemos que Jx € IR se, e somente se, x é real e ndo negativo; entdo:
D = R,.
59 y = Ix
notando que {Ec € IR para todo x € IR, temos:
D = IR.
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EXERCICIOS

154, Estabeleca o dominio e a imagem das fungdes abaixo:

a) b)

I

c)

159 Nos graficos cartesianos das funcdes abaixo representadas, determine o conjunto

imagem.
a) b)
] v d) b W
\ I / ;
\\ "AK - L
,'/
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e) f) vA

e
.

160. Considerando que os gréficos abaixo sdo graficos de fungdes, estabeleca o domi-
nio e a imagem.

a) 1 b) )

©) , d)
/ = N

e) f)
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161. Dé o dominio das seguintes funcdes reais:

a) f(x) = 3x + 2 d) p(x) = vx—1 g) s(x) = 32x — 1
1 1 1

) &(x) — e) q(x) Trsl ) t(x) Tox 1 3

x—1 VX + 2 . _ Ix + 2

¢) h(x) = " f) r(x)=—ﬁ i) u(x)———x_3

162. Sendo x > 4, determine o conjunto imagem da fungdo y = J; + Jx— 4.

163. Sef: A —> Béuma fungdoese D C A, y

chamamos de imagem de D pela fungdo T ek i e

f ao conjunto anotado e definido por: !

f< D> = [y € Blexiste x € D tal ) S

que flx) = y}. ] e :

Se g ¢ a fungido de IR em IR cujo grafico 21—t :

est4 representado ao lado, determine a Py :

imagem g < [5; 9] > do intervalo fecha- — e
4 5 6 9 x

do [5; 9. *

V. Funcdes iguais

/9. Duas funcdes f: A - B e g: C — D sdo iguais se, e somente se, apre-
sentarem:

a) dominios iguais (4 = C)

b) contradominios iguais (B = D)

¢) f(x) = g(x) para todo x do dominio.

Isso equivale a dizer que duas fungdes f e g sdo iguais se, € somente se,
forem conjuntos iguais de pares ordenados.

Exemplos

1°) SeA = (1,2,3}eB = {—2,—1, 0, 1, 2}, entdo as fungbes de 4 em
B definidas por:
x2—-1

fx) =x—1 ¢ gx) = 1
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sd0 iguais, pois:

xwl ot = i-1=0¢ =2l @

Y

—4 2=_= —4 =

x=2 = fQ=2-1=1¢ g@) = o 1
9-1

x =3 = {(3) e g3 = 311

ou seja, f = g = {(4, 0), (2, 1), (2, 3)].

~ 2%) As fungdes f(x) = \}3 e g(x) = Ix| de IR em IR sdo iguais, pois
W2 = Ixl, ¥x € R.

39) As fungdes f(x) = x e g(x) = Ix| de IR em IR néo sdo iguais, pois
x # |x| para x < 0.

EXERCICIOS
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154, Sejam as fung:oes f, g e h de IR em IR definidas por f(x) = x7, g(y) =yle
h(z) = z°. Quais delas sdo iguais entre si?

As fungdes: f de IR em IR definida por flx) = «,fx_" e g de IR em IR definida
por g(x) = x sdo iguais? Justifique.

As fungdes f e g cujas leis de correspondéncia sao

f(x) =

= e -
e gx) = podem ser iguais? Justifique.
X + 1 ix 4+ .1

167. Asfungdes fegde A = (x € RI—-1 < x < Ooux > I]em IR, definidas por:
, |
f(x) = Lj e glx)= S sdo iguais? Justifique.
x?—x NxZ=x

168 As fungdes:

f:R — R g:R-{1] — R sdo iguais? Justifique.
€ 2
XrH—x+1 %=1
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LEITURA

l
| Stevin e as Fracdes Decimais
| Hygino H. Domingues

| Os nimeros racionais no inteiros surgiram naturalmente na his-

toria da Matematica: na divisdo de um inteiro por outro, quando o

primeiro ndo é multiplo do segundo. Os babilonios, por exemplo, uma
. vezque dividir por @ equivale a multiplicar por //a, tinham até tabelas
| de inversos no seu sistema sexagesimal. Essas tabelas mostravam, por
| exemplo, expressdes como ‘‘igi 2 gal-bi 30°” e ““igi 3 gdl-bi 20”’, que
i significam, respectivamente, /2 = 30/60 e 1/3 = 20/60. E sabiam
| que inversos 1/a, em que a = 2%3557, tém representacdo sexagesimal
finita.

Quanto aos numeros irracionais, € possivel que acreditassem, er-
radamente, como € bem sabido, que as representagoes aproximadas que
obtinham (para \/3, por exemplo) pudessem se transformar em exatas
se mais casas sexagesimais fossem alcancgadas.

O importante porém € que, mediante a notacao posicional, os ba-
bildnios representavam (aproximadamente ou n3o) os numeros reais
que lhes surgissem, sem o0 uso de denominadores. Vestigios disso ain-
da se encontram nas unidades de medida de dngulo e tempo. Por exem-
plo 2°15'32" significa 2 + 15/60+ 32/3600 graus.

Os egipcios, por sua vez, em geral expressavam um quociente ndo
exato entre dois inteiros mediante uma soma de fragdes unitarias (de
numerador /) — o que sempre € possivel, embora isso s6 fosse conhe-
cido por eles empiricamente. Por exemplo, no papiro Rhind, impor-
tante documento egipcio de natureza matematica (c. 1800 a.C.), o es-
criba obteve: 19/8=2+1/4+1/8. Quanto aos numeros irracionais,
quando ocorriam em problemas algébricos, eram expressos aproxima-
damente através de nimercs inteiros ou fra¢des, sem nenhuma preo-
cupacgdo de ordem tedrica.

Os gregos, embora tivessem criado uma matemadtica incompara-
velmente superior a de babildnios e egipcios, sob o aspecto tedrico, na
questdo em pauta acabaram buscando inspiragdo nos egipcios e babi-
I6nios. Assim € que de inicio usaram fragdes unitdrias e, em séculos
posteriores, fracdes comuns e sexagesimais. Estas, por exemplo, apa-
recem na obra trigonométrica de Ptolomeu (séc. II d.C.) e eram algo
estranho ao sistema de numeragao grego como 0s graus, minutos e se-
gundos o0 sd0 para O nosso.
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E até o Renascimento, quando o uso de fragdes decimais come-
¢ou a ser insistentemente recomendado, pouco mudara nesse panora-
ma. E o maior responsavel pela disseminagdo de tal uso foi o maior
matemadtico dos Paises Baixos na época: Simon Stevin.

Stevin (1548-1620) ao que parece comegou a vida como guarda-
livros. Mas, por conciliar grande formagao tedrica nas ciéncias exatas
€ um espirito agudamente pratico, chamou a aten¢do do principe Mau-
ricio de Orange. Esta foi a porta pela qual se tornou engenheiro mili-
tar e, posteriormente, comissario de obras de seu pais. Seus trabalhos
sobre Estatica e Hidrostatica o notabilizaram entre seus contempora-
neos, dada a importancia do assunto num pais com as caracteristicas
fisico-geograficas da Holanda.

Em 1585 publica em Leyden o optisculo De thiende (O décimo)
com o qual pretendia ensinar a todos ‘‘como efetuar, com facilidade
nunca vista, todos os calculos necessdrios entre os homens por meio
de inteiros sem fragdes’’. A representacdo ou forma decimal, prova-
velmente a principal vantagem da notagdo posicional, depois de oito
séculos de uso dos numerais indo-ardbicos, finalmente era apresenta-
da de maneira a poder vingar. A notacao de Stevin, contudo, ndo era
feliz: num circulo acima ou a direita de cada digito escrevia o expoente
da poténcia de dez do denominador subentendido. Por exemplo, o

numero 7 podia aparecer como 3 @ @ @ @ 6 @ O uso

da virgula ou do ponto como sepa-
ratriz decimal, sugestao de Napier,
acabou prevalecendo com o tempo.

Na mesma obra, Stevin apre-
sentou a idéia de criar um sistema
unificado decimal de pesos e medi-
das para todo o mundo, adiantan-
do-se em alguns séculos a sua ado-
cao.

A invencdo das fragdes deci-
mais constitui uma das grandes eta-
pas do desenvolvimento da mate- | - . =
madtica numérica. E € assim um dos  Frontispicio dos Principios de estdtica, de
fatores importantes a colocar Stevin Simon Stevin (1586), mostrando o Floo{crans
entre os notaveis da Matematica em (colar de esferas) e ostentando a inscricdo

‘O que parece ser uma maravilha nao é uma
todos os tempos. maravilha”’.




Funcao Afim

CAPITULO VI

Funcao Constante

I. Funcao constante

v A

S0, Uma aplicacdo fde IR em IR re-
cebe o nome de fungdo constante quan-
do a cada elemento x € IR associa sem-
pre o mesmo elemento ¢ € IR.

(0, c)

fxi=c

=
X

O gréfico da fungdo constante € uma reta paralela ao eixo dos x passan-

do pelo ponto (0, c).
A imagem é o conjunto Im = {c].

Exemplos

Construir os gréaficos das aplicagdes de IR em IR definida por:

Dy=3 2)y=-1
y A

vA

(0, =1)
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II. Funcdo identidade

P 4
= N - peess—— 4
%1. Uma aplicacdo fde IR em IR re- e
cebe o nome de funcdo identidade quan- o, of "j’:n, n
do a cada elemento x € IR associa o BN N et s S
proéprio x, isto é: -1, -1 L]
[ 4
-2, -2/ ___}
f)s==x /

O grafico da funcdo identidade é uma reta que contém as bissetrizes do
19 e 392 quadrantes.

A imagem é Im = IR.

Z Uma aplicac¢io de IR em IR rece-
be o nome de fungdo linear quando a ca- vA
da elemento x € IR associa o elemento
ax € IR em que ¢ # 0 é um numero
real dado, isto é:

f(x).= ax (a#0

Demonstra-se que o grafico da o
funcdo linear é uma reta que passa pela
origem.(**)

A imagem é Im = IR.

De fato, qualquer que sejao y € IR, existe x = % € IR,a # 0, tal que:

a

f(x):f(l)=a.l=y

(*) Observe que, se @ = 0, teremos a fung@o constante y = 0.
(**) Essa demonstragdo sera feita para um caso mais geral e se encontra na pagina 100.
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Exemplos

1?) Construir o grafico da fun-

FUNCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

¢do y = 2x. Considerando que dois vh /
pontos distintos determinam uma reta ’
e no caso da fungdo linear um dos pon-
tos € a origem, basta atribuir a x um va- 2 7. 2)
lor ndo nulo e calcular o corresponden- i
tey = 2x. /
/ !
I
X § = Zx ©, 0) f .
1 ) / ; X
Pelos pontos P(0, 0) e Q(1, 2)
tracamos a reta PQ, que ¢ precisamen-
te o grafico da fun¢do dada.
2?) Construir o grafico da fun- A
¢do y = —2x. Analogamente, temos: ¥
X Y= =2x 1 N
: (0, 0) i .
1 -2 ! *
1
1
|
—2 = (1, -2)
EXERCICIOS
169. Construa o grafico das fungdes de IR em IR:
a)y =2 0y =-3
b) y =42 d)y=0
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170.

171.

IV.

83.

Construa, num mesmo sistema cartesiano, os graficos das fun¢des de IR em IR:
X
a)y =x b) y = 2x ¢y = 3x d)y=7
Construa, num mesmo sistema cartesiano, os graficos das fungdes de IR em IR:
X

a)y = X b) ¥ = =2x 0 y=-3x d)y=——2-

Funcao afim

Uma aplica¢do de IR em IR recebe o nome de funcdo afim quando a ca-

da x € IR associa o elemento (ax + b) € IRem que ¢ # 0 e b sdo numeros
reais dados.

fx) =ax + b (a =0

Exemplos

a)y=3x+ 2 emque a=3 e b =2
b)y=-2x +1 em que a=—2 e b= 1
)y=x—3 em que a=1 e .b==3
d y = 4x em que a=4 e b=0

Notemos que, para b = 0, a fungdo afim y = ax + b se transforma

na fungdo linear y = ax; podemos, entdo, dizer que a funcio linear € uma par-
ticular funcdo afim.

V.

84.

Grafico

Teorema
““Q grafico cartesiano da func¢do f(x) = ax + b (a # 0) é uma reta.”’

Demonstragdo

Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, distintos dois a dois, do grafico

cartesiano da fungdo y = ax + b (a # 0) e (x,, ¥,), (x5 ¥,) € (X3, ¥;), res-
pectivamente, as coordenadas cartesianas desses pontos.
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Para provarmos que os pontos
A, Be Cpertencem a mesma reta, mos-
tremos, inicialmente, que os tridngulos
retdngulos ABD e BCE sao semelhantes.

De fato:

x, yDETf=y,
(%, YDE L=y,
(XJ) Y3) e f = y3

Subtraindo membro a membro, temos:

Vi~ V) = a(x; — xz)]
Y. —

ax, + b @
ax, + b @
ax; + b @

Il

yi = a(x;, — x,)

FUNCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

Y

Y3

Y2

Yi4

Ys— Y2

Y27

= X5

X T X

= a

>y

Os tridngulos ABD e BCE sao retangulos e tém lados proporcionais, en-
tdo sdo semelhantes e, portanto, @« = (. Segue-se que os pontos A, B e C estao

alinhados.

85. Aplicacoes

12) Construir o grafico da fun¢do y = 2x + 1.

Considerando que o grafico da
funcdo afim é uma reta, vamos atribuir
a x dois valores distintos e calcular os
correspondentes valores de y.

X y=2x +1
0 1
1 3

YA

xy

O gréfico procurado € a reta que passa pelos pontos (0, 7) e (1, 3).
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2?) Construir o grafico da fungdo y = —x + 3.
De modo andlogo, temos:

X y=-x+3 Y4
0 3 \
! % ©, 3)
2\(1,2)

PO

xy

EXERCICIOS

172.

173.

102

Construa o grafico cartesiano das funcdes de IR em IR:

a)y=2x—-1 ey=-3x—4
b)y=x+2 fly=—=x+1
Qy=3x+2 gy=-2x+3
_2x-3 _ 4-3x
dy= 3 h)y= 2
Resolva analitica e graficamente o sistema de equagdes:
X—=y ==—3
2x + 3y =4

Solucfio analitica

Existem diversos processos analiticos pelos quais podemos resolver um sis-
tema de equacOes. Vamos apresentar dois deles.

1°? processo: Substituicdo

Este processo consiste em substituir o valor de uma das incognitas, obtido
a partir de uma das equagGes, na outra.
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Resolvendo, por exemplo, a primeira equagdo na incdgnita x, temos:
X—y=-=3 & x=y~—3
e substituimos x por esse valor na segunda equagao:
20-3)+3y=4 & 2y—-6+3y=4 < y=2
que levamos a primeira equag¢do, encontrando:
x—2=-3 & x=-1.

A solucdo do sistema é o par ordenado (—I, 2).

2?2 processo: Adicao
Este processo baseia-se nas seguintes propriedades:

I. ““Num sistema de equacGes, se multiplicamos todos os coeficientes de
uma equag¢do por um nuimero ndo nulo, o sistema que obtemos € equi-
valente ao anterior (*)”’.

{a,x + by = ¢ Y {ka,x + kbyy = ke; (k # 0)
aXx + by = ¢, X + by = ¢,

II. ““Num sistema de equagdes, se substituimos uma das equagdes pela sua
soma com uma outra equacao do sistema, o novo sistema € equivalente
ao anterior”’.

[alx + by
ax + byy

S e [(a,+a7_)x+(b,+b2)y=c:l+c2
Cz azx + bzy = Cz

O fundamento do processo da adigdo consiste no seguinte: aplicando a pri-
meira propriedade, multiplicamos cada equagdo por nimeros convenien-
tes, de modo que os coeficientes de determinada incognita sejam opostos
e, aplicando a segunda propriedade, substituimos uma das equacdes pela
soma das duas equacgdes.

: : X — y =—3
Assim, no sistema {2)( +3y=4
multiplicamos a primeira equag@o por 3
3x—3y = -9
2x + 3y =4
Substituindo a primeira equacdo pela soma das duas equagdes, temos:
5 = -5
2x +3y=4

(*) Sistemas de equagdes sdo equivalentes quando apresentam as mesmas solugdes.
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174.

104

que € equivalente a:

x=-1

2x + 3y =4

Substituindo x = —1 em 2x + 3y = 4, encontramos:

2--D+3y=4=y=2.

A solugdo do sistema é o par ordenado (—1, 2).

Soluciio grifica ! VA | ! IT
O sistema proposto N fIEErY
oy ) HEEN
2x + 3y =4 | §
¢ equivalente a ™ 3
Y =X + 3 7
B —2x + 4 —-Px|+ #
3 , M

Construimos os graficos de

—2x + 4

y=x+3 e y= 3

A solugdo do sistema sdo as coordenadas do ponto de intersecdo das retas,

portanto (—1, 2).

Resolva analitica e graficamente os sistemas de equagdes.

X+y=35 4x + S5y = 2
a)[x—y=1 d){6x+7y=4
3x —2y = —14 X +2y=1
2 {ZX+3y=8 2 [2x+4y=3
) xXx—=Sy =9 f) 2x + 5y =0
(7x +4y = 10 3x—2y =0
Resolva os sistemas de equagdes:
NI IR 1 3 _ 2
a) X-y X+y 4 b) X+y+1 2x—y + 3
A S TSP ) 2 3
X=y Xx+y 4 x+y+1  x—y+3
Sugestdo:
Faca d =a e S = b,
xX—y X+ y

5
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176.

177.

~J
Qo

179.

VI.

86
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Obtenha a equagdo da reta que passa pelos pontos (Z, 2) e (3, —2).

Soluc¢do

Sejay = ax + baequacdo procurada. O problema estard resolvido se de-
terminarmos os valores de a ¢ b.

Considerando que o ponto (/, 2) pertence a reta de equagdo y = ax + b,
ao substituirmosx = I € y = 2 em y = ax + b, temos a sentenga ver-
dadeira

=a-1+b istoé: a+b=2
Analogamente, para o ponto (3, —2), obtemos:
—2=2a-3+b istoé 3a+b==2.
Resolvendo o sistema

a+b=2
3a+b=-2
encontramos a = —2 € b = 4.

Assim, a equagdo dareta é y = —2x + 4.

Obtenha a equacgdo da reta que passa pelos pontos:

a) (2,3)e(3,5 b)(1,-e(-1,2) ¢) (3,-2)e2,-3) d) (1,2)e(2,2)
De uma caixa contendo bolas brancas e pretas, retiraram-se /5 brancas, ficando
a relagdo de I branca para 2 pretas. Em seguida, retiraram-se /0 pretas, restan-
do, na caixa, bolas na razdo de 4 brancas para 3 pretas. Determine quantas bolas
havia, inicialmente, na caixa.

A funcido f ¢ definida por f(x) = ax + b. Sabe-se que f(—1) = 3ef(I) = 1.
Determine o valor de f(3).

Imagem
Teorema

O conjunto imagem da fun¢do afim f: IR — IR definida por

f(x)=ax+b, com a#0, é IR.

De fato, qualquer que sejay € IR existex = y—b

€ IR tal que

a a

f(X)=f(u)=a- i NP Y
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VII. Coeficientes da funcdo afim

87. O coeficiente a da fun¢do f(x) = ax + b édenominado coeficiente an-
gular ou declividade da reta representada no plano cartesiano.

O coeficiente b da fungdo y = ax + b é denominado coeficiente linear.

Exemplo

Na fun¢ido y = 2x + I o coeficiente angular é 2 e o coeficiente linear
é 1. Observe que, se x = 0, temos y = 1. Portanto, o coeficiente linear € a
ordenada do ponto em que a reta corta o €ixo y.

EXERCICIOS

180. Obtenha a equacio da reta que passa pelo ponto (7, 3) e tem coeficiente angular
igual a 2.

Solugiao

A equagdo procurada ¢ da forma y = ax + b.
Se o coeficiente angular é 2, entdo a = 2.
Substituindox = 1, y =3 e a=2emy = ax + b, vem:

3=2:-14b = b=1
A equacgdo procurada é y = 2x + 1.

181. Obtenha a equagdo da reta que passa pelo ponto (=2, 4) e tem coeficiente angu-
lar igual a —3.

182. Obtenha a equacgdo da reta com coeficiente angular igual a — % e passando
pelo ponto (-3, 1).

183. Obtenha a equagdo da reta que passa pelo ponto (=2, /) e tem coeficiente linear
igual a 4.
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184. Obtenha a equacdo da reta com coeficiente linear igual a —3 e passa pelo ponto

(=3, =2).
185. Dados os gréficos das fungdes de IR em IR, obtenha a lei de correspondéncia des-
sas fungdes.
a) b)
y y A
L %
c) d)
y & y 4 /
2 /
> o
e /l
—
/
L7
A
| /

186. O custo C de producdo de x litros de uma certa substdncia é dado por uma fun-
¢do linear de x, com x > 0, cujo grafico esta representado abaixo.

C(x)‘

X (litros)

A
I
1
o ;;_‘__‘_;;:——',“"’_
400+ 1
I
I
H
8

Nessas condicdes, o custo de CR§ 700,00 corresponde & producdo de quantos
litros?
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187. Considere esta tabela para o cédlculo do imposto de renda a ser pago pelos contri-
buintes em um certo més de 1990.

X i d
Renda liquida (Cr$) Aliquota (%) Parcela a deduzir (Cr$)
até 25 068,00 isento —
de 25 068,01 a 83 561,00 10 2 506,80
acima de 83 561,00 25 n

Considerando x como a renda liquida de um contribuinte, o imposto a pagar é
funcdo f de x. O contribuinte deve multiplicar a sua renda liquida pelo valor da
aliquota e subtrair do resultado a parcela a deduzir. Além disso, tal fun¢do deve
ser continua, para nao prejudicar nem beneficiar contribuintes cuja renda liqui-
da se situe em faixas distintas da tabela. Note, por exemplo, que, ao passar da
primeira faixa (isentos) para a segunda (aliquota de 10%), a parcela a deduzir
(2 506,80) nao permite saltos no grafico.

1. Utilize os valores i e d da tabela e dé a expressdo da fun¢@o ‘‘imposto a pa-
gar”’ relativa a uma renda x, em cada faixa da tabela.

2. Determine o valor de n da tabela para tornar a fun¢do obtida no item 1
continua.

VIII. Zero da funcédo afim

88. Zero de uma funcdo é todo nimero x cuja imagem ¢é nula, isto é,

S(x) = 0.

xézerodey = f(x) & f(x) =0

Assim, para determinarmos o zero da funcédo afim, basta resolver a equa-
¢do do 19 grau

ax +b=0
que apresenta uma unica solu¢do x = — %.
De fato, resolvendo ax + b = 0, a # 0, temos:
ax + b=0 < ax =-b <= x=——2—.
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vem X = ——.

Exemplo

Ozerodafungidof(x) = 2x—1 é x = —é—pois, fazendo2x — 1 = 0,
1
2

Podemos interpretar o zero da func¢ao afim como sendo a abscissa do

ponto onde o gréfico corta o eixo dos x.

y = 2x — I, podemos notar que a reta

intercepta o eixo dos x em x =

isto €, no ponto (%, 0).

Exemplo

Fazendo o grafico da funcdo v 4 ’

2 b

5
EAE R <L> -
e
1 1

EXERCICIOS

188.

189.

190.

Na hora de fazer seu testamento, uma pessoa tomou a seguinte decisdo: dividiria
sua fortuna entre sua filha, que estava grdvida, e a prole resultante dessa gravi-
dez, dando a cada crianga que fosse nascer o dobro daquilo que caberia & mae,
se fosse do sexo masculino, e o triplo daquilo que caberia & mae, se fosse do sexo
feminino. Nasceram trigémeos, sendo dois meninos € uma menina. Como veio
a ser repartida a heranca legada?

Um pequeno avido a jato gasta sete horas a menos do que um avido a hélice para
ir de Sdo Paulo até Boa Vista. O avido a jato voa a uma velocidade média de
660 km/h, enquanto o avido a hélice voa em média a 275 km/h. Qual é a distan-
cia entre Sdo Paulo e Boa Vista?

O saldrio médio, por hora de trabalho, numa fébrica de 770 trabalhadores é de
CR§ 250,00. Calculando-se, no entanto, apenas com os /00 trabalhadores ho-
mens, a média passa a ser CR§ 265,00. Qual o saldrio médio das mulheres, por
hora de trabalho, em cruzeiros reais?
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191. Paulo e Joana recebem o mesmo salario por hora de trabalho. Apds Paulo ter
trabalhado 4 horas e Joana 3 horas e 20 minutos, Paulo tinha a receber CR$ 150,00
a mais que Joana. Calcule em cruzeiros reais um décimo do que Paulo recebeu.

192. Qual o menor nimero inteiro de voltas que deve dar a roda ¢ da engrenagem da
figura, para que a roda ¢ dé um numero inteiro de voltas?

193. Supondo que dois pilotos de Férmula 1 largam juntos num determinado circuito
e completam, respectivamente, cada volta em 72 e 75 segundos, responda: depois
de quantas voltas do mais rapido, contadas a partir da largada, ele estard uma
volta na frente do outro?

IX. Funcoes crescentes ou decrescentes

89. Funcdo crescente

A funcio f: A — B definida por y = f(x) é crescente no conjunto
A, C A se, para dois valores quaisquer x; € X, pertencentes a A,, com
x; < X, tivermos f(x;) < f(x,).
Em simbolos: f é crescente quando
(¥, X)) (%) < X, = f(x)) < f(x,))
e isso também pode ser posto assim:
f(xl) - f(xz) > 0)

(¥X;, X)) (X, # X, = X — X,
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Na linguagem prética (ndo ma-
tematica), isso significa que a funcéo é y A
crescente no conjunto A, se, a0 aumen-

tarmos o valor atribuido a x, o valor de
y também aumenta. /
1

x Y

Exemplo
A fungdo f(x) = 2x é crescente em IR, pois:
x, < x, = 2x, < 2x, paratodo x; € IR e todo x, € R.

90. Funcdo decrescente

A funcdo F: A — B definida por y = f(x) é decrescente no conjunto
A, C A se, para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A;, com x; < X,,
tem-se f(x;) > f(x,).

Em simbolos: f é decrescente quando

(¥x15 %) (X, < %, = f(x,) > (%)
e isso também pode ser posto assim:
f(x) — f(xy)
X — X

(X, X)) (X, # X, = < 0)
Na linguagem préatica (ndo ma-
temadtica), isso significa que a fungdo é y A
decrescente no conjunto A, se, ao au-
mentarmos o valor atribuido a x, o va-

lor de y diminui.

|

"
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Exemplo

A fungdo f(x) = —2x é decrescente em IR, pois
x; < X, = —2x, > —2x, para todo x; € IR e todo x, € R.

f(x,) f(x,)

Notemos que uma mesma fun- VA
¢do y = f(x) pode ndo ter o mesmo
comportamento (crescente ou decrescen- /
te) em todo o seu dominio.

E bastante comum que uma fun-
¢d0 seja crescente em certos subconjun-
tos de D e decrescente em outros. O gra-
fico ao lado representa uma fungao cres-
cente em IR, e decrescente em IR_.

x V¥

EXERCICIO

194. Com base nos graficos abaixo, de funcdes de IR em IR, especifique os intervalos
em que a funcdo € crescente ou decrescente.

a) b

y )
2 x =

y A

STt PR
s S
-

)(v

[—4 -2

9)

x
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X. Crescimento/decréscimo da funcao afim

91. Teoremas

I) A funcdo afim f(x) = ax + b é crescente se, e somente se, o coefi-
ciente angular @ for positivo.

Demonstracdo

S(x;) = f(x))

f(x) = ax + b é crescente < = >0 <
1 2
(ax,+b)—(ax,+b) a(x; — x;)
> _— e
X, = x, 0 = X, = X, >0 < a>0

II) A fungdo afim f(x) = ax + b € decrescente se, € somente se, 0 coe-
ficiente angular a for negativo.

Demonstracao

S(x;) — f(x,)

f(x) = ax + b ¢ decrescente < <0<

X — X
(ax; + b)—(ax,+ b) 2 i e alx; = x;) S0 a% g <l

X = X3 X~ X

EXERCICIOS

195. Especifique, para cada uma das fungdes abaixo, se € crescente ou decrescente em IR:
a)y=3x—-2 b))y =-4x + 3
Solucio
a) E crescente, pois o coeficiente angular é positivo (a = 3).

b) E decrescente, pois o coeficiente angular ¢ negativo (a = —4).

196. Especifique, para cada uma das fungdes abaixo, se é crescente ou decrescente em IR.

a)y =1+ 5x Qy=x+2 e)y=—2x
b))y =-3—-2x dy=3-x f)y =3x
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197. Estude, segundo os valores do pardmetro m, a variacdo (crescente, decrescente
ou constante) da fungdo y = (m — I)x + 2.

Solucao

Sem — 1 > 0,isto é, m > I, entdo a funcao tera coeficiente angular posi-
tivo e, portanto, sera crescente em IR. :

Sem—1 < 0,isto é, m < 1, entdo a fungdo terd coeficiente angular ne-
gativo e, portanto, sera decrescente em IR‘.

Sem—1=0,istoé,m = I,entdoa fungaoéy = (I — I)x + 2, ou se-
ja, y = 2, que € constante em IR.

198. Estude, segundo os valores do pardmetro m, a variagdo (crescente, decrescente
ou constante) das fun¢des abaixo.

a)y=(m+ 2)x—3 )y
b)y=@—-—m)x + 2 d y

4—(m + 3)x
mxx-—-1) +3—-x

XI. Sinal de uma funcao

92.  Seja a fungdo f: A — B definida por y = f(x). Vamos resolver o pro-
blema ‘‘para que valores de x temos f(x) > 0, f(x) = 0 ou f(x) < 0?7.

Resolver este problema significa estudar o sinal da funcdo y = f(x) pa-
ra cada x pertencente ao seu dominio.

Para se estudar o sinal de uma fun¢ao, quando a fungdo esta represen-
tada no plano cartesiano, basta examinar se ¢ positiva, nula ou negativa a or-
denada de cada ponto da curva.

Exemplo

Estudar o sinal da func¢do y = f(x) cujo grafico estd abaixo repre-
sentado.

s

|

N}

IS
<
x ¥
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Observemos, inicialmente, que interessa o comportamento da curva
y = f(x) em relagdo ao eixo dos x, ndo importando a posi¢do do eixo dos y.

Preparando o gréfico com aspecto pratico, temos:

<Y

y =f(x)
AN / i
\\@/7

= 2 4 7
sinal de ; X ; ! T
y = fix) = 8 + 0% 0 - 0 #
1 I 1 1
1 | 1 |
Conclusao:
fx) =0 = x=-1 ou x=2 ou x=4 ou x=7
fx) >0 = -1<x<2 ou 2<x<4 ou x>7
fx) <0 = x<-1 ou 4<x<17.

EXERCICIO

199. Estude o sinal das fungdes cujos graficos estdo representados abaixo.

a)

_5\\/[ \2\-/6/ .

x ¥
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b)

/—3 -1 =
y = gix)

Yy A

~

c)

y = h(x)

=Y

XII. Sinal da funcdo afim

93. Considerando que x = — —2—, zero da funcdo afim f(x) = ax + b, é

o valor de x para o qual f(x) = 0, examinemos, entdo, para que valores ocorre
filx) > 0 ou f(x) <O0.
Devemos considerar dois casos.

1% caso: a >0

fx) =ax+b>0 & ax>-b = x> —

oo p|o

fx) =ax + b< 0 < ax<-b = x< -

Colocando os valores de x sobre um eixo, o sinal da funcdo
f(x) = ax + b, com a > 0, é:

xy

-4
a
|
I
0
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Um outro processo para analisarmos a variacdo do sinal da func¢do afim
é construir o grafico cartesiano.

Lembremos que na fun¢do afim f(x) = ax + b o gréafico cartesiano é
uma reta e, se o coeficiente angular a é positivo, a funcdo é crescente.

Construindo o grafico de f(x) = ax + bcoma > 0, e lembrando que
nio importa a posi¢ao do eixo y, temos:

4 +
a

"

2%caso: a <0

fx) =ax + b>0 < ax>-b & x< -

f(x)

aX+b<0  ax<-b & x>-—

m[c—m|c*

Colocando os valores de x sobre um eixo, o sinal da funcdo
f(x) = ax + b, coma < 0, &

x Y

--=-0 s |o

Podemos analisar o sinal da fungdo f(x) = ax + b coma < 0, cons-
truindo o grafico cartesiano. Lembremos que neste caso a func¢do é decrescente.

Y x
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Resumo

1) A funcdo afim f(x) = ax + b anula-se para x = %.

2) Para x > — %, temos:
{se a>0 entdo f(x) =

ax + b >
se a<O0 entdo fx)= + b <

o)
>

0
0
isto é, para x > — % a fun¢do f(x) = ax + b tem o sinal de a.

3) Para x < — —2—, temos:

se a>0 entdo f(x)=ax+b <0
se a<0 entio fx)=ax+b>0

isto €, para x < — — & funcdo f(x) = ax + b tem o sinal de —a (sinal
contrério ao de a).

Se colocarmos os valores de x sobre um eixo, a regra dos sinais da fun-
¢ao afim pode ser assim representada:

vy x

ou, simplesmente:

x
Il
|

w|o

tem o sinal d

Exemplos

1°) Estudar os sinais da fungdo f(x) = 2x — 1.
Temos:

fx) =0 = 2x—-1=0 = x =

A
2
a=2 = a>0 e -a<0.
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Logo:
para X > % = f(x) > 0 (sinal de a)
1

Fazendo o esquema grafico, temos:

fix) = 2x =

a1

2 .
sinal de - C]) x
fix) = 2x— 1 |
2°) Estudar os sinais de f(x) = —2x + 4.
Temos:
fx) =0=>-2x+4=0=x=2
a=-2=a<0e —a>0

para x > 2 = f(x) < 0 (sinal de a)
para x < 2 = f(x) > 0 (sinal de —a)

Fazendo o esquema gréfico:

N

/
para X < > = f(x) < 0 (sinal de —a) A/ =

X

[

T
sinal de * CI‘ -
1

fix) = -2x + 4

x ¥

2\_7

fix) = -2x + 4

1

EXERCICIOS

200.

Estude os sinais das fungdes definidas em IR:

a)y=2x+3 e)y
b))y =-3x + 2 f)y
y=4-x gy
dy=5+x h) y

119



FUNCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

201. Seja a funcdo de IR em IR definida por f(x) = 4x — 5. Determine os valores do
dominio da fun¢do que produzem imagens maiores que 2.

Solucdo
Os valores do dominio da fun¢do que produzem imagens maiores que 2
sdo os valores de x € IR tais que
4x—5> 2
e, portanto,

7
X > 4’

202. Para que valores do dominio da fun¢ao de IR em IR definida por f(x) = %
a imagem € menor que 47
203. Para que valores de x € IR a fungdo f(x) = % = % ¢é negativa?

204. Sejam as fungdes f(x) = 2x + 3, 8(x) = 2—3x e h(x) = 4x2—_1 definidas
em IR. Para que valores de x € IR, tem-se:

a) f(x) > g(x)? b) g(x) < h(x)? ) f(x) > h(x)?

205. Dados os graficos das funcodes f, g e & definidas em IR, determine os valores de
x € IR, tais que:

> 4
b) g(x) < h(x) e) f(x) <0
¢) f(x) =2 h(x)

a) f(x) > gx) d) g(x)
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XIII. Inequacdes

94. Definicdo

Sejam as fungdes f(x) e g(x) cujos dominios sdo respectivamente
D, C IRe D, C IR. Chamamos inequa¢do na incdgnita x a qualquer uma das
sentengas abertas, abaixo:

f(x) > g(x)
f(x) < g(x)
f(x) > g(x)
f(x) < g(x)

Exemplos

19) 2x — 4 > x é uma inequacdo em que f(x) = 2x — 4 ¢ g(x) = x.
2°) 3x — 5 < 2 é uma inequagdo em que f(x) = 3x— 5 e g(x) = 2.

32) x?=3 2% ¢ uma inequagdo em que f(x)=x?—3 e g(x) =%.

IN

4°) x—=2< le3 é uma inequacgdo em que f(x) = Jx—2e g(x)=

w

x—

95. Dominio de validade

Chamamos de dominio de validade da inequacdo f(x) < g(x) o conjun-
to D =D, N D,, em que D, ¢ o dominio da fun¢do fe D, € o dominio da fun-
¢do g. E evidente que, para todo x, € D, estdo definidos f(x,) e g(x,), isto é:

x%xED < (€D, e x,ED,) < (fx) € R e gx,) € R).

Nos exemplos anteriores, temos:

19D=IRNRKR=IR
22 D=RNIR=IR
3) D=IR N IR* = IR*
Y D=KERIx>2JNEKERIx =3} =
=xXERIxZ2 € x =3
96. Solucdo

O numero real x, é solucdo da inequagdo f(x) > g(x) se, e somente se,
¢ verdadeira a sentenga f(x,) > g(x,).
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Exemplo
O numero real 3 € solugdo da inequacdo 2x + I > x + 3, pois
‘2-3+1|>‘3+3
\_T_/ ;(,;4
f(3) 1K)

é uma sentenca verdadeira.

97. Conjunto solugdo

Ao conjunto S de todos os nimeros reais x tais que f(x) > g(x) é uma
sentenca verdadeira chamamos de conjunto solucdo da inequacio.

Exemplo

A inequagdo 2x + I > x + 3 tem o conjunto solugdo S={x € IRIx > 2},
isto é, para qualquer x, € S a sentenca 2x, + I > x, + 3 é verdadeira.

Se ndo existir o numero real x tal que a sentenga f(x) > g(x) seja ver-
dadeira, diremos que a inequacdo f(x) > g(x) é impossivel e indicaremos o
conjunto solugdo por § = J.

Exemplo

O conjunto solugdo da inequagdox + I > x + 2é S = J, pois ndo
existe x, € IR tal que a sentenga x, + / > x, + 2 seja verdadeira.

Resolver uma inequagéo significa determinar o seu conjunto soluco.
Se x, € IR é solugdo da inequagdo f(x) > g(x), entdo x, é tal que f(x,) € IR
e g(x,) € IR, isto é, x, € D (dominio de validade da inequagdo). Assim sen-
do, temos

€S = x, €D
ou seja, o conjunto solugdo é sempre subconjunto do dominio de validade da
inequacgéo.

98. Inequacdo equivalente

Duas inequagdes sdo equivalentes em D C IR se o conjunto solugdo da
primeira € igual ao conjunto solucdo da segunda.

Exemplos

19) 3x+6 > Oex+ 2 > 0sdo equivalentes em IR, pois o conjunto so-
lugcdo de ambas é S={x € R | x >-2].

122



FUNCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

29) x < I e x? < I ndo sdo equivalentes em IR, pois x, = —2 ¢é solu-
¢do da primeira mas nio o ¢ da segunda.

99. Principios de equivaléncia

Na resolucido de uma inequagio procuramos sempre transformé-la em
outra equivalente e mais ‘‘simples’’, em que o conjunto solugdo possa ser obti-
do com maior facilidade. Surge, entdo, a pergunta: ‘‘Que transformacgdes po-
dem ser feitas em uma inequacao para se obter uma inequagao equivalente?’’.
A resposta a essa pergunta sao os dois principios seguintes:

P-1) Sejam as fun¢des f(x) e g(x) definidas em D, e D,, respectivamente. Se
a fungdo A(x) é definida em D, N D,, as inequagdes

fx) < gx) e f(x) + h(x) < g(x) + h(x)
sdo equivalentes em D, N D,.
Exemplos
Seja a inequagao
xo1y> x4 3 ©
f(x) g(x)
adicionemos A(x) = —2x + 1 aos dois membros:

Bx—1), + L(—2x + 1)/‘ > l(2x + 3)1 + '(—2x + 1)

f(x) h(x) g(x) h(x)

facamos as simplificagdes possiveis:

‘ X > 4 @

f(x) + h(x) g(x) + h(x)

portanto, como @ é equivalente a @ , temos:

S=xKERIx>4.

Na prética, aplicamos a propriedade P-1 com o seguinte enunciado:
“Em uma inequacdo podemos transpor um termo de um membro para outro
trocando o sinal do termo considerado’’:

f(x) + h(x) < gx) = f(x) < g(x) — h(x).
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Assim, no exemplo anterior, teriamos:
3x-1>2x+3 = x-1-2x>3 = x>3+1 = x> 4.

P-2) Sejam as fungdes f(x) e g(x) definidas em D, e D,, respectivamente. Se
a funcgdo A(x) é definida em D, N D, e tem sinal constante, entdo:

a) se h(x) > 0, as inequagdes f(x) < g(x) e

f(x) - h(x) < g(x) - h(x) sdo equivalentes em D, N D,.
b) se A(x) < 0, as inequacgdes f(x) < g(x) e

f(x) - h(x) > g(x) - h(x) sdo equivalentes em D, N D,.

Exemplos

19) % — % == —;— e 6x — 9 > 4 sdo equivalentes em IR, pois a se-
gunda inequagdo foi obtida a partir da primeira por meio de uma multiplica-
¢do por 12.

29) —2x2 + 3x > 1 e 2x?- 3x < —1 sdo equivalentes em IR, pois a
segunda foi obtida da primeira por meio de uma multiplicagdo por —1 e inver-
sdo do sentido da desigualdade.

4x—3

39) —

) x2 + 1

segunda foi obtida da primeira por meio da multiplicagdo por x2 + 1 > 0,
vx € IR.

> 0 e 4x — 3 > 0sdo equivalentes em IR. Notemos que a

Na pratica, aplicamos a propriedade P-2 com o seguinte enunciado:
“Em uma inequagcdo podemos multiplicar os dois membros pela mesma expres-
sdo, mantendo ou invertendo o sentido da desigualdade, conforme essa expressao
seja positiva ou negativa, respectivamente’’.

EXERCICIOS

206. Resolva as inequacgdes, em IR:

a)4x +5>2x—-3
b) Sx+3)—2(x+ 1) <2x + 3
Q3 x+1)-22>25:x—-1)—-32x—-1)
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Resolva, em IR, a inequacao:
X 42 . xX=1
3 2 -

Solugiao

A inequacdo proposta é equivalente a inequacao que se obtém multiplican-
do pelo mmc (3, 2) = 6:

2(x +:2) =3 (x=1)= 6x.
Efetuando as operacdes, temos:
=X+ T=>6%
ou ainda:
=TFxei>n1s

Dividindo ambos os membros por —7 e lembrando que devemos inverter
a desigualdade, temos

X1
e, portanto,

Si= iR <1,

Resolva, em IR, as inequagdes:

x—1 x—3
2 4

2x — 3 5=3x 1

b) 2 3 < 3x 6

)Bx+1DRx+ 1)< 2x-1)Bx +2)—@4-5%

d) Bx—2—-03x—-1%>x+ 2?*—(x—1)?

4x—2)—-Bx+2)>5x—-6—-4x-—-1)

f) 6(x +2)—23x +2)>23x—1)—-32x + 1)

a) > 1

Numa escola é adotado o seguinte critério: a nota da primeira prova ¢ multiplica-
da por /, a nota da segunda prova é multiplicada por 2 e a da ultima prova ¢
multiplicada por 3. Os resultados, apds somados, sao divididos por 6. Se a média
obtida por este critério for maior ou igual a 6,5, o aluno é dispensado das ativida-
des de recuperagdo. Suponha que um aluno tenha tirado 6,3 na primeira prova
e 4,5 na segunda. Quanto precisara tirar na terceira para ser dispensado da recu-
peragdo?
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210.

211.

Resolva, em IR, a inequagdo:
2x — 3
x—1

Solu_gﬁo

; 7 A : 725 ko
A inequagdo proposta € equivalente a omerRad 2<0,
que, reduzindo ao mesmo denominador, fica —_1 7 < 0.

Notemos que a fragdo & _1

7 devera ser ndo positiva; como o numerador —/

é negativo, entdo o denominador x — / deverd ser positivo.
x=1>0 = x>

e, portanto,
S = X & Rix >k

Resolva, em IR, as inequagdes:

4x =5 —4 — 3x
e ———— > —————
3x + 2

3Ix—2

1 =X %= b)

a)

XIV. Inequagdes simultaneas

100. A dupla desigualdade f(x) < g(x) < h(x) se decompde em duas ine-
quagdes simultaneas, isto €, equivale a um sistema de duas equagdes em Xx, se-
paradas pelo conectivo e:

fx) < g(x)
fx) < g(x) < h(x) = € @

g < hx) ()

Indicando com S, o conjunto solugéo de @ e S, o conjunto solugdo

de (II), o conjunto solugdo da dupla desigualdade é S = S, N S,.
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Exemplo

@

Resolver L3x+2<Cx+ 3 <x + 4.

)

Temos que resolver duas inequagdes:

®3x+2<—x+3 = 4x <1 = x<L

4
@—x+3<x+4=»—2x<1=>x2—%
A intersecdo desses dois conjuntos é: .
1 1 4 n
S=XxE€ERI-——<<x<—|. 9 b
[ % 4} ! .
i %
2
EXERCICIOS
212. Resolva as inequagdes, em IR:
a) 2<3x-1<4 d)x+1<7—3x<%—l
b) 4<4-2x<3 e)3x+4<5<6—-2x
¢)=3< 3x=2<x f2—-x<3x+2<4x +1
213. Resolva, em IR, os sistemas de inequagdes:
s 3x+22>5x—-2
a) [;x_z’l‘jé dlax—1>3x—-4
= 3—2<X—6

3Xx +2<7-2
e) {48x < 3x + 10
11 —2(x—3) > 1 — 3(x—35)

b) 3x—2>4x + 1
Sx +1<<2x—5

5-2x <0 x5 <2
¢){3x+12>24x-5 f) 2
x—330 xX+x+3
X+ 1
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214. Com base nos graficos das fungdes f, g ) Tz
e h definidas em IR, determine os valores | L+
de x € IR, tais que: AN -
N A
a) f(x) < g < h(x) T i
b) g(x) < f(x) < h(x) 3 -
¢) h(x) < f(x) < g(x) X
/
1
MNTTT]

XV. Inequacdes-produto

Sendo f(x) e g(x) duas fung¢des na varidvel x, as inequagdes
fx) - gx) > 0, f(x) - g(x) < 0, f(x) - g(x) 2 0 e f(x)-gx) <O
sdo denominadas inequacées-produto.

101. Vejamos, por exemplo, como determinamos o conjunto solucdo S da
inequagao f(x) - g(x) > 0.

De acordo com a regra de sinais do produto de nimeros reais, um nu-
mero X, ¢ solucdo da inequacdo f(x) - g(x) > 0 se, e somente se, f(x,) e g(x,),
ndo nulos, tém o mesmo sinal.

Assim, sdo possiveis dois casos:
19) fx) >0 e gx) >0

Se §, e §, sdo, respectivamente, os conjuntos solugdes dessas inequa-
¢oes, entdo S, N S, é o conjunto solucdo do sistema.

29)fx) <0 e gx) <O
Se §; e S, sdo, respectivamente, os conjuntos solucdes dessas inequa-
¢oes, entdo S; N S, é o conjunto solu¢do do sistema.

Dai concluimos que o conjunto solugdo da inequagdo do produto
S(x) - g(x) > 0¢é&:

S=@6, NS) U E;NSY.
Raciocinio andlogo seria feito para a inequagéo
f(x) - g(x) < 0.
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Exemplo

Resolver em IR a inequagdo (x+ 2) (2x—1) > 0.
Analisemos os dois casos possiveis:

1? caso

Cada um dos fatores é positivo, isto é:
X+2>5>0 = x>~2

€ € -2

2X—1>0 = X>L

x

2
A interse¢do das duas solugdes é:

S,NS, = xGIRIx>%.

2?2 caso

Cada um dos fatores é negativo, isto é:
X+2<0 = x<-2 o

N0 —

xy

€ €

Ix=lg 0 e x& -

x

2
A intersecdo das duas solugdes é:
S;NS,=xE€RIx<-2].

O conjunto solucdo da inequagéo
(x+2)(2x—1) > 0 é

1

e /

S=GNSHUEGNS)=xERIx>—-URERIx<-2

portanto:

S=|xERIx< -2 ou x>%}.

102. Quadro de sinais

Vejamos um outro processo, mais pratico, para resolvermos a inequagdo

(x+2)-(2x—1) > 0em RR.

129



FUNCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

Fazemos inicialmente o estudo dos sinais das fungdes f(x) = x + 2 e
g(x) = 2x— L

|
N
o n|=

1
2

f(x) = 0 * gix)

Com o objetivo de evitar calculos algébricos no estudo dos sinais do pro-
duto f(x) - g(x), usaremos o quadro abaixo, que denominamos quadro-produto,
no qual figuram os sinais dos fatores e o sinal do produto.

i
~2 2
. =
f(x) - 0 + ! + ®
1
glx) - i = 0 -
1
fix) - glx) + 0 - 0 +
i _ .

S=|x€ERIx<~=2 ou x>%}.

103. Podemos estender o raciocinio empregado no estudo dos sinais de um
produto de dois fatores para um produto com mais de dois fatores.
Exemplo

Resolver a inequagdo (3x—2) (x+ 1) (3—x) < O em IR.
Analisando os sinais dos fatores, temos:

2
3
fix) = 3x—2 - g + .
=
gix) = x+1 - 0 4 X
3 _
hix) = 3—-x + 0 — X
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Vamos, agora, construir o quadro-produto:

2
=4 ? 3 o
] . -
(x) - ! - 0 o+ : w B
i |
] T T
glx) = 0 + } + : -
1 1
; ]
hix) + | + : + 0 =
1 !
f(x) - glx) - h(x) =+ 0 = 0 + 0 =
S=xERI-1<x<> oux>3

104. A inequacio f(x) - g(x) = 0 tem por conjunto solucdo S a reunifio do
conjunto solugdo S, da inequacdo f(x) - g(x) > 0 com o conjunto solucdo S,
da equacdo f(x) - g(x) = 0, isto é:

fx) - g(x) > 0
fx)-gx) 20 = [ ou
f(x) - g(x) =0

Exemplo

Resolver a inequagdo (3x+ 1) (2x—5) > 0 em IR.
A inequacgdo (3x+ 1) (2x—5) > 0 € equivalente a:
Gx+)-@&x-5>0 (D

ou

Gx+1)-@&x-5=0 (D

Resolvendo @, temos S, = {x ERIx< —é ou x > %}

Resolvendo @ , temos S, = {— é %}

O conjunto solugdo é:

5 1 5
= = R I - 2 - =
S S, US, [xEl X < ou X>2]U[ 3 2]

W |
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ou seja:

S = xEIRlxs—% ou x;%.

Se recorréssemos ao quadro-produto, teriamos:

ol 5
3 2 _
: >
flx) = 3x + 1 - 0 + ! - X
1
1
gix) = 2x— 5 = ! - 0 +
fix) + gix) + 0 ~ 0 +
1 5
S=x€IR|x<—T ou x>7.

105. Dentre as inequagdes-produto, sdo importantes as inequagdes:
OOl > 0, fI" < 0, [f(0)I" =2 0 e [f(X)]" < 0, em que n € IN*,

Para resolvermos essas inequagdes, vamos lembrar duas propriedades
das poténcias de base real e expoente inteiro:

19) “Toda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da
base’’, isto é:

aZiL =0 ==
qatle=J) st a1
a0 <" <0 A € IN)

2?) “Toda poténcia de base real e expoente par é um nimero nfo nega-
tivo’’, isto é:

a»>0,¥va€ R, ¥yn € IN

[ & . . o
Assim sendo, temos as seguintes equivaléncias:

f(x) > 0 se n ¢ impar.
fxXPr >0 =
[0l {f(x) #0 se n ¢épar

fx) <0 se n ¢ impar
fX" <0 =
[£C0] {,73 xE€IIR se n épar
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X" >0 <= [f(x) 20 se n ¢ impar

¥yx € D) se n ¢€par
fx) <0 se n ¢éimpar
10 = ;
[£Co] [f(x) =0 se n ¢€par

Exemplos

19) Bx—2 >0 = 3x=2>0 = § x € Rlx >

I

4>-|w u|N
N

29 @x—=3 >0 = x—3#£0 = S={xE€E RIx#

Il
——

)2 + 1 <0 = 2x+1<0 = S={x€|Rlx<—%}
4 (x-2¢<0 =— S=0
S B-%V 20 = 3-530 — S={XEIRIX<%}
6% @x—-52>0 = S=IR ‘
79 B -2%'<0 — 8-2x=0 — S = (4

215. Resolva, em IR, as inequagdes:
2) Bx +3) (5x—3) >0 & 6x—-1)2x +7) >0
b) (4—2%) (5 + 2x) < 0 £) (5 - 2%) (<7x = 2) < 0
) Gx+2)2-x @x +3) >0 §) 3=2%) (4x + 1) (5x + 3) > 0
dBx+2)(3x+4)xx—-6)<0 h) —-3x)(7—-2x) (1 —-4x) £ 0

216. Resolva, em IR, as inequagdes:

a)(x—-3¢*>0 e) 3x +52>0
b) Bx + 8> < 0 f) 5x + 1P <0
c) 4-5x¥<0 g) 4+ 3x)¢<0
d (1-7x >0 h) B3x—8)° >0
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217. Resolva, em IR, a inequacdo (x — 3)° - (2x + 3)® < 0.

Soluc¢iao

Estudemos separadamente os sinais das fungdes f(x) = (x —3)’ e
2(x)=(2x+3)%. Lembrando que a poténcia de expoente impar e base real
tem o sinal da base, entdo o sinal de (x — 3)° é igual ao sinal de x — 3,
isto é:
g
fix) = 0 +

-
>
X

A poténcia de expoente par e base real ndo nula ¢ sempre positiva, entao

(2x + 3)° é positivo se x # — % e(2x+3) é nulose x = — —;—, isto é:
=
2
g(x) 3 0 + Tx

Fazendo o quadro-produto, temos:

k208
2 3
i >
f(x) = i - 0 + &
; ;
glx) + 0 + 1 +
1
fix) - gix) T 0 = 0 +
s 3
2
i 3
S—xEIRIx<3ex¢—7.

218. Resolva, em IR, as inequagdes:
a) Sx +4)*-(Tx—-2PF=>0
b) Bx +1)-2-5x)°-x+ 48>0
) (x+6)-(6x—2¢-(4x + 500
d) Gx—-1)-2x +6%,-4-6x°¢>0

219. Determine, em IR, a solugdo da inequacio
Bx—-2Px-522—-xx > 0.
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XVI. Inequacdes-quociente

106. Sendo f(x) e g(x) duas funcdes na varidvel x, as inequacdes

f(x) f(x) f(x) f(x)
— 0, —— 0, —— >0 — <0
g0 e e 70 ¢ o S

sao denominadas inequagcdes-quociente.

Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de nu-
meros reais sao andlogas, podemos, entdo, construir o quadro-quociente de mo-
do andlogo ao quadro-produto, observando o fato de que o denominador de
uma fracdo ndo pode ser nulo.

Exemplo

___3x_+ 4 £ 2 Temos:

Resolver em IR a inequacio 7

3x+4<2=> 3X+4—2<O= 3x+4—2(1—x)<0=
1—x 1—x 1 —x
ey SEEE g

=%

Fazendo o quadro-quociente, temos:

_2
5 1
f(x) = 5x + 2 - ) + : + x
|
i
gix) = 1-x * ! + 0 -
L T
I
f(x) _ 0 e | _
glx) |

§ = xEIRng—% ow &3 1),

Podemos resolver a inequacdo % < 2, multiplicando por A(x) =

= ] — x e examinando dois casos:

a) h(x) =1—-x>0,isto é, x < 1

3%“’—4<2 — X +4<201-% — xg—%
==X
S, =xERIx< 1N xEIRIxS—%]zIxEIR!xg—%.
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b) h(x) = 1—-x <0, istoé, x > 1
3x + 4

X142 = r4z20-0 = o

5
S,= x ERIx> 1N [xE Rix > —%} - x € Rix > 1.
O conjunto solugdo é:

S=SIUSZ={x€|Rlx<——2— ou x>1].

Daremos sempre preferéncia ao método do quadro-quociente, por sua
maior simplicidade.

EXERCICIOS

220. Resolva as inequagdes, em IR:
2x + 1 3 —4x
>0
A%+ 2 Dmaer PO
Ix—2 =3 =2x
b)3—2x<0 9 X+ 1
221. Resolva, em IR, as inequagdes:
Sx—3 5% =2
i |
a) x—a ° ) 3x + 4 &
x=1 3x—35
>
Dxv1? o =l
6x x + 1
C)x+3<5 Y x—2 =4
222. Resolva as inequagdes, em IR:
(1-2x) (3 + 4x) G5x +4)@x + 1)
0 >
3) @-x © G - 4x) ¢
Bx + 1) (1 —2x)
0 d) K
) X+ 5 6x+3) - ) G-n6-9 5°
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223. Resolva, em IR, as inequacgdes:

1 2 Sx + 2 Sx—1
Nt “xad =1 " dx + 8
1 3 1 2 3
BEoT “ 53 DTt a8 %3 =0
c)x+1 X 4 3 ) 2 1 1
X+2 x+4 B 3%-17%x-1 =x+1
d) X+ 5 xX—2

3Xx+2  3x+5

224. Ache os valores reais de x para os quais vale a desigualdade:
4 3 1
- = > - =
x T2 % 7%



CAPITULO VI

Funcoes
Quadraticas

I. Definicao

107. Uma aplica¢do f de IR em IR recebe o nome de funcdo quadrdtica ou
do 2°? grau quando associa a cada x € IR o elemento (ax? + bx + ¢) € IR,
em que a, b, ¢ sdo numeros reais dados ¢ a # 0.

f(x) = ax> + bx + ¢ @a=#0

Exemplos de fungdes quadraticas:

a) f(x) = x2—3x + 2 emque a=1, b=-3¢c=2
b) f(x) = 2x%2 + 4x — 3 em que a=2, b=4, ¢=-3
¢) f(x) = -3x2 +-5x—1 em que a==3b=3§, ¢==]
d) fx) = x2—4 em que a=1 b=0, c=—4
e) f(x) = —2x2 + 5x em que a=—-2,b=58, ¢=0
f) f(x) = —3x? emque a=-3,b=0, ¢c=0

II. Grafico

108. O grafico da fun¢do quadratica é uma parédbola. (*)

(*) Isso é provado no volume de Geometria Analitica desta colegdo.
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Exemplos
YA
12) Construir o gréficode y = x?— 1. _, g 3. 8)
T
=3 8
= 3
-1 0 (-2, 3) (2, 3)
0 =
1 0
2 3 o\ /o X
3 8 (0, -1)
29) Construir o graficode y = —x2 + 1.
i 3 yl}
e -
-3 -8 -1, o»/\m 0) -
_2 _3 X
| 0
0 1 (-2, -3) (2, -3)
1 0
2 =
3 -8
(-3, -8) (3, -8)
EXERCICIOS
225. Construa os graficos das fungdes definidas em IR:
a)y = x2 d) y = —2x2 gy=-3x-3
b) y = —x? e) y = x2—2x h)y=x2-2x + 4
)y = 2x2 f) y = —2x2—4x
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226. Em que condigdes a fun¢do quadratica y = (m? — 4)x? — (m + 2)x — I esta
definida?

Il
|
~

227. Determine uma funcdo quadratica tal que f(—1) = —4, f(I) = 2 e f(2)

228. Seja f(x) = ax’ + bx + c. Sabendo que f(I) = 4, f(2) = 0 e f(3)
detérmine o produto abc.

I
I
Ja

III. Concavidade

109. A pardbola representativa da
funcdo quadratica y = ax? + bx + ¢
pode ter a concavidade voltada para ““ci-
ma’’ ou voltada para ‘‘baixo’’. t

| N

h

7y N

><V

Se a > 0, aconcavidade da pa-
rabola estd voltada para cima.

Se a < 0, aconcavidade da pa-
rabola esta voltada para baixo.

IV. Forma candnica

110. A construcgdo do grafico da fun¢do quadrética y = ax? + bx + ccom
o auxilio de uma tabela de valores x e y, como foi feito no item anterior, torna-
se as vezes um trabalho impreciso, pois na tabela atribuimos a x alguns valores
inteiros e pode acontecer que em determinada fun¢do quadratica os valores de
abscissa (valores de x), em que a pardbola intercepta o eixo dos x ou a abscissa
do ponto da pardbola de maior ou menor ordenada, ndo sdo inteiros.

Para iniciarmos um estudo analitico mais detalhado da fun¢do quadra-
tica, vamos primeiramente transforma-la em outra forma mais conveniente, cha-
mada forma canénica.
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f(X)=ax2+bx+c=a(xz+_b_X+L):a

Doy 2V O
a a a 4a?  4a? a

2 b b _(b_2~i) _ ( L)Z_(_Z—ﬁw_)
(X -4 a2 X + 432) 422 % a ~X+ 2a | 42

Representando b? — 4ac por A, também chamado discriminante do
trindmio do segundo grau, temos a forma candnica.

& S gy
)= a[(x + Za) 4a2]

=a

V. Zeros

111. Os zeros ou raizes da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ sdo os

valores de x reais tais que f(x) = 0 e, portanto, as solugdes da equagdo do se-
gundo grau

ax? + bx + ¢ = 0.

Utilizando a forma candnica, temos:

ax? + bx +c=0 < a(x+i)2——A—J=O =

2a

2a 4a? 2a 4a’?
b A -bt A
© x+—=%tT"> o x=
r 2a 2a . 2a

112. Niumero de raizes

Observe que a existéncia de raizes reais para a equagdo do segundo grau

ax?+ bx + ¢ = 0 fica condicionada ao fato de A ser real. Assim, temos trés
casos a considerar:

141



FUNCOES QUADRATICAS

1%9) A > 0, a equacdo apresentara duas raizes distintas, que sdo:

_b+ld , _ -b-ia

£ = 2a 2 2a
2%) A = 0, a equacgdo apresentard duas raizes iguais, que sio:

=b
X = X, = ——.
: 27 2a
3?9) A < 0, sabendo que nesse caso JZ & IR, diremos que a equacio
nao apresenta raizes reais.

Resumo
A>0ox=_0t+t~NA - Tb=NA
2a 2a
2 — =
ax? +bx+c=0 < A=O=>x=2:

A < 0 = ndo existem raizes reais.

113. Significado geométrico das raizes

Interpretando geometricamente,
dizemos que os zeros da funcdo quadra- v
tica sdo as abscissas dos pontos onde a
pardbola corta o eixo dos x. (1. 8 (5. 8)

Exemplo

Construindo o grafico da funcdo
¥y =x2—4x+ 3 podemos notar que a
pardbola corta o eixo dos x nos pontos
de abscissas / € 3, que sdo as raizes da (©, 3 (4
equacdo x’—4x+3 = 0.

w

(1, 0) (3, 0)

Nl E

{2, =1}
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EXERCICIOS

229. Determine os zeros reais das fungoes:
a) f(x) = x2—3x + 2 h) f(x) =

b) f(x) = —xzz & %~ B i) f) =
c) f(x) = 3x*—7x + 2

d) fx) = x2—2x + 2 j) fx) =
e) fx) = x>+ 4x + 4 k) fx) =
f) f(x) = —x® + %x +1 Hg gg -
g) fx) = x> —2x—1 n) f(x) =

—x2 + 3x—4

X2 —2x + %
X2+ (1-y3)x—-43
2x% — 4x

-3x2 + 6

4x% + 3

—5X2

230. Uma empresa produz e vende determinado tipo de produto. A quantidade que
ela consegue vender varia conforme o prego, da seguinte forma: a um precgo y

ela consegue vender x unidades do produto, de acordo

com a equagao y = 50—%.

Sabendo que a receita (quantidade vendida vezes o preco de venda) obtida foi

de CR$ 1 250,00, qual foi a quantidade vendida?

231. Resolva o sistema

% PR S
X y 12
Xy =12

232. a) Resolva a equagdo x> — 3x— 4 = 0.

" (2x+y =4
b) Resolva o sistema [ By 4 o=
233. Determine os zeros reais da fungdo f(x) = x* — 3x? — 4.
Solugio
Queremos determinar x € IR tal que x*—3x?—-4 = 0.
Fazendo a substituicdo z = x?, vem:
22=3z2—4=0
cuja solugdo € z = 4 ou z = —I, mas z = x?; entdo:

=4 = x=12

32 =-1 = Ax € R

Logo, os zeros reais da fungdo f(x) = x*—3x?—4 sdo x=2 e x=—2.
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234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.

144

Determine os zeros reais das funcoes:

a) f(x) = x* —5x* + 4 e) f(x) = 2x* + 6x* + 4
b) f(x) = —x* + 5x2 + 36 f) f(x) = —x* + 3x2 -3
o) fx) =x*—%2—6 g) f(x) = 3x* — 12x?

d) fx) = x*—4x> + 4 h) f(x) = x5—-7x3—8

Determine os valores de m para que a funcao quadratica
f(x) = mx?2 + (2m — I)x + (m — 2) tenha dois zeros reais e distintos.

Solu¢ao

Na func¢do f(x) = mx? + (2m — I)x + (m — 2), temos:
a =m0 =2 -, = =2 A =4m + 1.

Considerando que a funcao é quadratica e os zeros sdo reais e distintos,
entao:

a=m#0 e A=d4dm-t1>90
ou seja:

1
> o——
me2-0 €qn-m 2

Determine os valores de m para que a funcdo quadréatica
f(x) = (m—=1)x? + (2m + 3)x + m tenha dois zeros reais e distintos.

Determine os valores de m para que a equagdo do 29 grau
(m + 2)x? + (3—2m)x + (m— 1) = 0 tenha raizes reais.

Determine os valores de m para que a fungdo
f(x) = mx?> + (m + I)x + (m + 1) tenha um zero real duplo.

Determine os valores de m para que a equacao
x2 4+ (3m + 2)x + (m? + m + 2) = 0 tenha duas raizes reais iguais.

Determine os valores de m para que a funcdo
f(x) = (m + I)x*> + (2m + 3)x + (m — 1) ndo tenha zeros reais.

Determine os valores de m para que a equagao
mx? + (2m — I)x + (m — 2) = 0 ndo tenha raizes reais.

O trinémio ax? + bx + ¢ tem duas raizes reais e distintas; « e 3 sdo dois
numeros reais ndo nulos. O que se pode afirmar sobre as raizes do trindémio

—g—xz + Bbx + af?c?



243.

244,

245.

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.
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Mostre que na equagdo do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0, de raizes reais x; e x,,

temos para a soma S das raizes S = x; + x, = :ai e para produto P das raizes
¢

P=Xx-%=—7
Na equac¢do do 29 grau 2x? — 5x — I = 0, de raizes x, e x,, calcule:
a) X, + X, d) (x)® + (x)°

. X X
b) x; - X, e) % + X,
gy g oL £ () + ()

Xy X3

As raizes da equagdo 2x? — 2mx + 3 = 0 sdo positivas e uma € o triplo da ou-
tra. Calcule o valor de m.
As raizes da equacdo x? + bx + 47 = 0 sdo inteiras. Calcule o modulo da di-

ferenga entre essas raizes.

Se r e s sdo as raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0ea # Oec # 0, qual é o
1
valor de Lz ==Y
r S
Determine o pardmetro m na equagdo x° + mx + m? — m — 12 = 0, de mo-

do que ele tenha uma raiz nula e a outra positiva.

Dadas as equacdes x° — 5x + k = Oex?— 7x + 2k = 0, sabe-se que uma das
raizes da segunda equacdo ¢ o dobro de uma das raizes da primeira equacao.
Sendo k& # 0, determine k.
Mostre que uma equacdo do 29 grau de raizes x; e x, é a equagdo x’—Sx + P =0
emque S =x; +x;, ¢ P=X;-X,.
Obtenha uma equacdo do segundo grau de raizes:
a) 2 e—3 d) le—2

1 3 = =
b)76“7 e)l +J3 e 1—-43
c) 04e5
Se a equacdo ax? + bx + ¢ = 0, a # 0, admite as raizes reais ndo nulas x,

e Xx,, obtenha a equacdo de raizes:

a) (x)? e (x)? c) 2 e X
X5 Xy
By e g oL d &) e (%)

Xy X5
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253. Determine m na equagdo mx’—2(m — I)x + m = 0 para que se tenha

X x . : :
7’ + =% = 4, em que x, € x, sdo as raizes da equacdo.
2 X

254. O trindmio f(x) = x? — px + q tem por raizes a e b, a # 0 e b # 0. Qual

2 N < " s o 1
€ O trin0Omio cujas raizes sao 7 € —Fr’

255. Sejam m, n dois numeros inteiros positivos tais que m, n sdo impares consecuti-
vosem-n = 1599.
Indique o valor de m + n.

VI. Maximo e minimo

114. Definicées

Dizemos que o numero y,, € Im(f) é o valor mdximo da funcdo
y = f(x) se, e somente se, y,, = y para qualquer y € I,(f). O numero
xy € D(f) tal que y,, = f(x,) € chamado ponto de mdximo da funcao.

Dizemos que o numero y,, € Im(f) é o valor minimo da fungio
y = f(x) se, e somente se, y,, < ¥ para qualquer y € I,(f). O nimero
X.. € D(f) tal que y,, = f(x,,) ¢ chamado ponto de minimo da fungao.

y ! vﬁl

valor R

maximo

ponto de minimo

v Xy

1
i
] .
y : )
valor m 1 ponto de méaximo
minimo — "~ ¢-——=

AV

xv
=¥

Im(f)
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115. Teoremas

I. Se a < 0, a fun¢do quadratica y = ax? + bx + ¢ admite o valor
maximo y,, = — B para X, = — L.
4a ' 2a
II. Se ¢ > 0, a funcdo quadratica y = ax? + bx + c admite o valor
7 A
minimo y,, = — —— para x,, = — —.
X 4a © & 2a

Demonstragdo

I. Consideremos a fun¢do quadratica na forma canonica:

y:al(‘x+—2ba—)2—%az} 1

Sendo @ < 0, o valor de y sera tanto maior quanto menor for o valor

: b \? A
da dif + = - =
a diferenca (x = =

Nessa diferenca, — % ¢ constante (porque nao depende de x; s6 depende
a

2
dea, b,c) e (x -+ ZL) > 0 para todo x real. Entdo a diferenca assume o
a

2
menor valor possivel quando (x + E 1 g 0, ou seja, quando x = — L.
2a 2a
Para x = = %, temos na expressao (1):
b b \? A A A
= —_—t —| = —| = 02 — = - =
¥ a[( 2a Za) 4a2} a[ 4a2} 4a

II. Prova-se de modo andlogo.

116. Aplicacées

19) Na funcdo real f(x) = 4x? —4x— 8, temos: a = 4, b = —4,
c=-8¢eA = 144.

Como a = 4 > 0, a funcdo admite um valor minimo:

y S N - SR Y, = —9
" 4a 4.4° Coom
em
sz_—-b_: 4 , isto é: xmzi.
2a 2-4

147



FUNCOES QUADRATICAS

29) Na funcao real f(x)=—x’+x+ %, temos: a=—1, b=1, c=
eA = 4.

AW

Como a = —1 < 0, a funcdo admite um valor maximo:
—A —4 : z
= — = , Isto é: = ]
Ym 2a A1) ISTO € Yy
em
-b =] : ;
= — = , isto é: xy = —
= T4 T 2D X

VII. Veértice da parabola

-b
2a
da funcdo quadratica.

117. O ponto V

3 i) é chamado vértice da pardbola representativa
a

EXERCICIOS

256. Determine os vértices das parabolas:

a)y =x>—4 d)y=—x3+%x+%
b)y = —x> + 3x e)y=—x2+x——§—
Qy=2x2-5x + 2 f)yzxz—%x—Z

257. Determine o valor méximo ou o valor minimo e o ponto de maximo ou o ponto
de minimo das fung¢Ges abaixo, definidas em IR.

a) y = 2x* + 5x d)y=x3—lx+—3—

2 2
b) y = =3x* + 12x ey =—-x"+5x—7
c)y:4x3—8.\'+4 f)y:—)g_f-%_\—%

258. Determine o valor de / na fungdo real f(x) = 3x° — 2x + m para que o valor

minimo seja %
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259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

FUNCOES QUADRATICAS

Determine o valor de 7 na funcao real f(x) = —3x° + 2(m—1)x + (m + 1) para
que o valor maximo seja 2.

Determine o valor de m na funcio real f(x) = mx’+ (m—1)x+ (m + 2) para
que o valor maximo seja 2.

Determine o valor de m na fun¢do real f(x) = (m—1)x?> + (m + I)x —m
para que o valor minimo seja /.

Dentre todos os numeros reais de soma &, determine aqueles cujo produto €
maximo.

Solucio

Indicando por x e g esses numeros e por y o seu produto, temos:
x+z=38 Y =X o2
Como precisamos ficar com uma sé das variaveis, x ou z, fazemos

- O X R R e L

e portanto:
i G A e (o S M — i i i LY
Como a = —] < 0, y ¢ maximo quando
—b -8
I ——— D ee——— ’=4_
e R e

Substituindo em z = 8§ — x, vem z = 4.
Logo, os numeros procurados sdo 4 e 4.

Seja y = —x? + 5x — I. Dado que x varia no intervalo fechado [0, 6], deter-
mine o maior (y,;) € o menor (,,) valor que y assume.

Dada f(x) = 2x° + 7x — 15, para que valor de x a funcdo atinge um maximo?

A parabola de equacdo y = —2x? + bx + c passa pelo ponto (/, 0) e seu vér-
tice é o ponto de coordenadas (3, v). Determine v.

Dentre todos os numeros reais x e g tais que 2x + 7 = &8, determine aqueles cujo
produto ¢ maximo.

Dentre todos os retdngulos de perimetro 20 cm, determine o de area maxima.

Dentre todos os niimeros x e z de soma 6, determine aqueles cuja soma dos qua-
drados é minima.

Determine o retdngulo de drea méaxima localizado no primeiro quadrante, com
dois lados nos eixos cartesianos e um vértice na reta y = —4x + 5.
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270. E dada uma folha de cartolina como na
figura ao lado. Cortando a folha na li-
nha pontilhada resultard um retangulo.
Determine esse retangulo, sabendo que a
area é maxima. 6

|
1
|
1
T
8

=)
U

271. Determine o retdngulo de maior drea contido num tridngulo equildtero de lado
4 c¢m, estando a base do retdngulo num lado do tridngulo.

272. Num tridngulo isdsceles de base 6 cm e altura 4 cm estd inscrito um retangulo.
Determine o retdngulo de drea méxima, sabendo que a base do retdngulo estd
sobre a base do tridngulo.

273. Uma conta perfurada de um colar ¢é enfiada em um arame fino com o formato
da pardbola y = x’—6. Do ponto P de coordenadas (4, 10) deixa-se a conta des-
lizar no arame até chegar ao ponto Q de ordenada —6. Qual ¢ a distancia hori-
zontal percorrida pela conta (diferenga entre as abscissas de P e Q)?

274. Uma parede de tijolos serd usada como um dos lados de um curral retangular.

Para os outros lados iremos usar 400 metros de tela de arame, de modo a produ-
zir area maxima. Qual ¢ o quociente de um lado pelo outro?

VIII. Imagem

118. Para determinarmos a imagem da fun¢do quadrética, tomemos inicial-
mente a fun¢do na forma candnica:

b 2 A
f(x) = + —| =
@) =a (x Za) 422
. _ b\ _ A b \?
ou sgja, f(x) = alx + — ——. Observemos que |x + —| = 0 para
2a 4a 2a

qualquer x € IR; entdo temos que considerar dois casos:
1? caso:

2
a>0 = a(x + %) > 0, e, portanto:

b\2_ A —A
= + === === 3 ——,
# a(x 2a> 4a 4a
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b
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2
a0 = a(x + ——) < 0, e, portanto:

2a

43’

=A
4a

b2
=al|x + —
Y ( 2a)
Resumindo:
a>0 = y2>
a<0 = YS__‘,
ou ainda:

a>0 = Im{) =

< 1
4a

¥x € IR

¥x € R.

[yE!RIy?—

A

a

N

a<0 — Im(f)=[yem|y<—4Aal

Exemplos

1°) Obter a imagem da fun¢io f de IR em IR definida por f(x) =

= 2x2—8x + 6.
Na funcdo f(x)=2x’—8x+6,
temos:
as2 b=-8ec=86
logo:
A=b*—4ac=(-8)—4-2-6 =16

. TA _ 16 _ _
e portanto: pr 7.3 2.

Como a = 2 > 0, temos:
Im(f) = (y € Rly > -2,

A

\

x

151



FUNCOES QUADRATICAS

2°) Obter a imagem da funcdo f de IR em IR definida por

x? 5
= - 4+ 2x— =,
J(x) 3 x=3
2
‘ Na fungido f(x) = —XT + 2 —%, Ay
temos:
a=—%, b=2 e c=—%
. 4
logo: E & G _T\ .
1 5 16 - o
=W2=4ac=22—-4 ., |- |-=2| =" 3
A =b?—4ac ( 3) ( 3) 9 /
e portanto:
_ 16
=A _ 9 _ 4
4a =1 3°
4 ey
=
Como a = —% < 0, temos:
4
Im(f) = [y € Rly < —3—]
275. Determine a imagem das fun¢des definidas em IR:
a)y = x*—3x d) y = —4x* + 8 + 12
b)y=-x+4 e)y=—x2+%x+1

)y=3x2-9%x + 6 f)y

%x2+x+1
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276. Determine m na fungdo f(x) = 3x? — 4x + m definida em IR para que a ima-
gem seja Im = {y € Rly > 2].

2
277. Determine m na fung¢do f(x) = — XT + mx— % definida em IR para que a

imagem seja Im = [y € Rly < 7..

IX. Eixo de simetria

119. Teorema

““O grafico da funcdo quadrati-
ca admite um eixo de simetria perpen-
dicular ao eixo dos x e que passa pelo
vértice.”’

M B
Os pontos da reta perpendicular B U e
ao eixo dos x e que passa pelo vér- - E
tice da pardbola obedecem & equagdo > % —
_— b —_b X
x=2—b, pois todos os pontos dessa \/ 2 "
a
\Y

reta tém abscissa —2-.
2a
b 2a’
devemos mostrar que dado um ponto A (2— =p y), com r € IR, pertencente
a

Para provarmos que a pardbola tem eixo de simetria na reta x =

ao grafico da fungao, existe B (—;—b + r, y) também pertencente ao grafico
da funcgéo. ¢

Tomando a fungdo quadratica na forma candnica

_ bE__4A
f(x) = a[( + Za) 4a2}

e considerando que A (2—b =ip y) pertence ao grafico da fungdo, temos:

T S S, N | e S b\*__A| _ 3 BB
¥ F f(Za r) [(2 Za) 4a2] a|=n) 42}
= 4a2} (2 2a) 432 f( 2a # r)

provando que B (;—2 + r, y) também pertence ao gréfico da funcdo.
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X. Informacdes que auxiliam a construcdao do
grafico

120. Para fazermos o esboco do gréfico da fun¢do quadratica
f(x) = ax? + bx + ¢, buscaremos, daqui para a frente, informacdes prelimi-
nares, que sao:

192) O grafico é uma pardbola, cujo eixo de simetria é a reta x = ;—b
perpendicular ao eixo dos x. .

29) Se a>0, a parabola tem a concavidade voltada para cima.
Se @ < 0, a parabola tem a concavidade voltada para baixo.
39) Zeros da funcao.

Se A > 0, a parabola intercepta o eixo dos x em dois pontos distintos

Pl(—_bZ—T\A’ 0) e pz(u’ 0)_

2a
Se A = 0, a pardbola tangencia o eixo dos x no ponto P (;—3, 0).

Se A<0, a parabola nao tem pontos no eixo dos x.

4°) Vértice da parabola é o ponto V(—;b—, ;4A—), que é maximo se
a < 0 ou ¢ minimo se a > 0. ¢ .

Seguem os tipos de graficos que podemos obter:

a>0 a>0 a>0
v A = v A 5
A>0 0 A<O
}
|
I
I
|
I
v "
: =
I X
I
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EXERCICIOS

278. Faca o esbogo do grafico da fun¢do y = x? — 4x + 3.

Solu¢io

Concavidade

Como a = I > 0, a paradbola tem a concavidade voltada para cima.

Zeros da funcdo
xX*—4x +3=0 = x=1 ou x=3
Os pontos no eixo x sdo P,(1, 0) e P,(3, 0).

Vertice '
Em y = x2—4x + 3, temos
Qilahe— e =3 e A=

ST iR s = F
Coads Sy e s Ewl G L

o vértice é V (2, —1).

v A
Grdfico

Observe que a parabola sempre inter-
cepta o eixo y. Para determinarmos
onde o faz, basta lembrar que o pon-
to situado no eixo y tem abscissa nu-
la, logo y(0) = 0°—4-0 + 3 = 3,

isto é, o ponto no eixo y é (0, 3). ©, 3) 4, 3)

o e L b s e D S R P L0

Determinado o ponto onde a parabo-
la corta o eixo y, podemos determinar
um outro ponto (4, 3) da pardbola,
simétrico a (0, 3) em relacdo a reta :
x = 2 (eixo de simetria da parabola). (1,0 \/‘3' L

2, —1)

eixo de simetria

o )
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279. Faga o esbogo do gréfico da funcéo y = —x? 4+ 4x—4.

- o




281.

282.

FUNCOES QUADRATICAS

Vértice
Em y=§x2+x+1, temos:
it ol o= b ARy
2, ’ .
-b =] —A 1 I R 1
e e e e B R R vi—L =)
Como % g.i e o 4._1_ z,overncee (1, 2)
2 2
Grdfico
y A

eixo de simetria

(0, 1)

/-l\

it
|-
Al
x Y

Construa o grafico cartesiano das func¢des definidas em IR:

a)y=x*=2x=3 e)y=x2—3x+%
b))y = 4x2—10x + 4 f)y =3x2—4x + 2
1 1

o eyl g e 4 = g2 _
c)y—x+2x+2 2y xt+ x—1
d)y= -3+ 6x—3 b y= -7 ®-x-=
No grafico ao lado estdo representadas Ay
trés parabolas, 1, 2, 3, de equagdes, res-
pectivamente, y=ax?, y=bx? e y=cx?. 1 2 3

Qual € a relacdo entre @, b e ¢?

xy
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283. O gréfico do trinémio do 2° grau ax? — I0x + c é o da figura:

284.

158

YA
\ s |
0 i X
|
l.
:
-9 U
Determine a € c.
Solucao
B sl A S =
Xy = 72 —Za—5=>a—1
_ =4 —100 +4ac =100 +.4c A
¥y 4a 4a 4

Resposta: a =1 € ¢ = 10.

A figura abaixo é o grédfico de um trindmio do segundo grau.

AY
S

™~

VAR

Determine o trindmio.

Solucéo

Xy % i ={2 e/ b = #a =- b* = 164
2a
—(b2 —

y, = 5480 LFy o (1622 = dac) = 122

4a

x ¥

®

16a—4c=-12 = 4a—c=-3

@



285.

286.

287.

=b g gt
Como x; + x, = —z = 4 (ja utilizado em
Temos, ainda: x;- X, = % = =5, =% g =

Substituindo @ em @, vem: 4a + 5a

Portanto: b =% e c=%.
e Bk - o ottt o
ntao, o trindmio é: y—Tx +?x

FUNGCOES QUADRATICAS

-2 @

1
3 = a= 3
=3
3

Seja f: IR — IR a fungdo definida por f(x) = ax? + bx + c, cujo gréfico é da-

do abaixo, sendo a, b, ¢ € IR. Determine o valor de a.

YA

x

Determine a funcdo g(x) cujo grafico é o simétrico do gréfico da funcédo
f(x) = 2x — x? em relagdo a reta y = 3. Esboce o grafico.

Os graficos de duas fungdes quadraticas
g e h interceptam-se nos pontos P(x;, y;)
e O(x, ¥,), com X, > X;, COMO mostra
a figura.

Se g(x)=ax’+bx+ce h(x)=dx’+ex+f,
a area da regido sombreada, na figura,

é dada por F(x,) — F(x;), em que
F(x)=%-x3+%'x2+(f—c)x.

Nessas condic¢des, quanto vale a drea da
regido sombreada, no caso em que
gx) =x?+ xeh(x) = —x?—x + 4?

Vol Ao = o5

Yit

AY

b S ST
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XI. Sinal da funcao quadratica

121. Consideremos a funcdo quadratica
f(x) = ax> + bx + ¢ (a # 0)
e vamos resolver o problema: ‘‘para que valores de x € IR temos:
a) f(x) > 0; b) f(x) < 0; c) f(x) = 0?”

Resolver esse problema significa estudar o sinal da funcdo quadratica
para cada x € IR.

Na determinacdo do sinal da fun¢do quadratica, devemos comecar pelo
célculo do discriminante A, quando trés casos distintos podem aparecer:

a) A<O b) A=0 c)A>0

Vejamos como prosseguir em cada caso.

1% caso: A <O

Se A < 0, entdo —A > 0.
Da forma candnica, temos:

a-f(x) = a2

(X+L)2+<—A) — a.-f(x) >0,¥x €R
2a 4a2

¥ e

Isso significa que a funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A < 0, tem
o sinal de @ para todo x € IR, ou melhor:

a>0 (x
<0

o o)

===
— 2

A representagdo grafica da fungdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando
A < 0, vem confirmar a dedugdo algébrica.

x ¥

x
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Exemplos

1°9) f(x) = x?—2x + 2 apresenta A=(—2)Y—4-1-2=—-4<0e¢,
como a = I > 0, concluimos que:
f(x) > 0, ¥x € R.

2°) f(x)=—x?+x—1 apresenta A=]?—4.(—1)-(-1)=—-3<0ce¢,
como a = —/ < 0, concluimos que:

f(x) < 0, ¥ x € IR.

2%caso: A =0

Da forma candnica, temos:

O <

¥ SO,

a- f(x) = a2

entdo a - f(x) = 0, ¥ x € IR.
Isso significa que a funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A = 0,

tem o sinal de @ para todo x € R — [x,], sendo x, = ;—b zero duplo de f(x),
ou melhor: a

a>0 — ifx) >0 ¥x &€ R

a<0 = fx)<0,¥x€IR

A representacdo grafica da fun¢do f(x) = ax? + bx + ¢, quando
A = 0, vem confirmar a deducao algébrica.
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Exemplos
19) f(x) = x?—2x + 1 apresenta A = (=22 —4-1-1 = 0; entdo

f(x) tem um zero duplo x, = ;—5 = le,comoa = 1 > 0, concluimos:

fx) > 0, ¥vx € R — {1}
f(x) =0 se¢ x=1

2°) f(x) = —2x* + 8&x— 8 apresenta A = 82— 4(=2)-(=8) = 0,

entdo f(x) tem um zero duplo para x, = %b— =2e,comoa=-2<0,
a

lui .
SERGIEIEES {f(x) <0, ¥x € R— (2]

fx) =0 se¢ X=2
3% caso: A > 0

a-f(x) = a? = a?

Da forma canonica, temos:
b \2_(4A)? b JA b A
— — - z + —— S—
(X+2a) (Za) (x+2a+ Za)(" 2a Za)]

Lembramos que a férmula que dé4 as raizes de uma equacao do segundo
grau é:

_b_\z

e Xj S et

—bi—\A [ i 2a o

== isto ¢ L _ b+ A
’ 2a

fica evidente que a forma candnica se transforma em:
( —b—JA)( —b + JA
X = X =

af(x) = a? o a

O sinal de « - f(x) depende dos sinais dos fatores (x—x;) e (x—x,).
Admitindo x, < x,, temos que:

)} = a'(x — X;) (X = Xp).

X X, X,
1) s¢ x < %; : : 1 , temos:
X—%, <0
X< €K = e = @ «f®@) = 2%« x—%) Z—%x) >0
X—% <0 (]‘\ //f'\ Y
\:/ \?/‘ “\/"
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9 X X,
2)se x; < x< X } } - , temos:
(x —~%: >0
<X <X, = ( e = a-f(x) = a’- (x—x,) (x—%y) < 0
X = X3 <0 /t\ ©
&) - é
Xy .\': X
3) se x> x; } } f , temos:
X = X; >0
X> X > X = e = a-f(x) =a-(x—x)(xx)>0

x — x5 >0 é’ @ C

Isso significa que:

1) O sinal de f(x) ¢ o sinal de a para todo x, tal que x < x; oux > X,
2) O sinal de f(x) é o sinal de —a para todo x, tal que x;, < x < X..

Em resumo:

X = X; X = Xy
R € Xy == = o Xy < X < X, - - -— === X 2> Xy

/ 2 2
\\ ’ \\ ’
o i -

f(x) tem o f(x) tem o f(x) tem o
sinal de a. v sinal de —a sinal de a

O grafico da fung¢do f(x) = ax? + bx + ¢, quando A > 0, vem con-
firmar a deducdo algébrica.

f(x) >0

fix) < 0
fix) > 0 fix) > o fx) <0
W

Exemplos

19) f(x)=x?—x—6 apresenta A=(—-1)Y—4-1-(-6)=25>0;
entdo f(x) tem dois zeros reais e distintos:
-b-JA _1-5 _ “b+JA _1+5

= —2 5 = = =
2a 2 o 2a 2 2

X, =
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e, como @ = I > 0, concluimos que:

fx) >0 para x< -2 ou X
fx) =0 para x = -2 ou X
fx) < 0 para 2 £ X< 3.

v
w W

29) f(x) = —2x2 + 3x + 2 apresenta A = 32—4-(-2)-2 = 25;
logo f(x) tem dois zeros reais e distintos:

x,=—b+‘jX=—3+5=—i e xo b=A_ 3-5 _,
2a —4 2 2a —4
e, como a = —2 < 0, concluimos que:
fx) < 0 para X < —-;- ou x> 2
fx) =0 para x = —% ou X =2
fx) >0 para —%<x<2

EXERCICIOS

288. Estude os sinais de cada uma das funcdes do exercicio 281.

289. Quais as condicdes de x para que a expressdo ax’ + bx + ¢, em que
b? —4ac > 0 e a < 0, seja estritamente positiva?

290. Qual é a condigdo necessaria e suficiente para que o trindmio do 2° grau
f(x) = ax? + bx + c tenha sinal constante em IR?
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XII. Inequacao do 2?9 grau

122. Se a # 0, as inequagdes ax? + bx + ¢ > 0, ax? + bx + ¢ < 0,
ax? + bx + ¢ 2 0 e ax? + bx + ¢ < 0 s3o denominadas inequacdes do
29 grau.

Resolver, por exemplo, a inequacdo
ax? +bx+c>0

¢ responder a pergunta: ‘‘existe x real tal que f(x) = ax? + bx + c seja po-
sitiva?”’

A resposta a essa pergunta se encontra no estudo do sinal de f(x),
que pode, inclusive, ser feito através do grafico da fun¢do. Assim, no nosso
exemplo, dependendo de @ e de A, podemos ter uma das seis respostas seguintes:

\\1iiii:;>/ a>0eA = \\\\i>0eA>;;///
S=R S=xXER]|x#x S=xxER|x<x;0ux>x,

a<0eA>0
a<0eA<O a<0eA =

Moo

S=XERIx;<x<x
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EXERCICIOS

291.

292.

293.

166

Resolva a inequacdo x° — 2x + 2 > 0.

Solucio
Considerando f(x) = x>—2x + 2, temos

a=1>0 e A==%<0; entap,
f(x) > 0, %x € R.

Como a inequagdo € f(x) > 0, vem:
S = R.

Resolva a inequagdo x° — 2x + 1 < 0.

Solugio

Considerando f(x)
mosa=1>0,A

x2— 2x +.1, te-
0 e o zero duplo

I

X = = I:entao:

2a
fix) >0 sx & R=—11}
) E=R0use X —""

Como a inequagdo ¢ f(x) < 0, vem:
Sa=afqr

Resolva a inequacdo —2x2 + 3x + 2> 0.

Solucao

i

\

[

\

b Y

= Y

Considerando f(x) = —2x? + 3x + 2,temosa = -2 < 0,A = 25 > 0

U4
€08 ZEroSs X; = — —

> e X, = 2; entdo:




294.

295.

296.

297.

298.

299.

f(x) <0 para x<—% ou X>2

f(x) =0 para x=—% ou x=2

—L<x<2

f(x) >0 para >

Como a inequacao é f(x) > 0, vem:

S = Ix ERI= SXS?.}.

=1
2

Resolva as inequacdes em IR:

a)x2—-3x+2>0

b) x>+ x+6>0

c) 3x*—-8 +3<0
d)—x3+%x+1020

e) 8x*—14x + 3 <0
fyd4s2—4x +1>0

FUNCOES QUADRATICAS

e |
x

g xXX—6x+9>0
h) —4x2 + 12x—9 > 0
Dx2+3x+7>0

i) -3x2+3x-3<0

k) 2x2—4x + 5< 0
1 5 1 1

I)——B‘X‘ ?X—T>O

Para que valores de x o trindmio —x? + 3x — 4 ¢é negativo?

SeA=xERIx¥—-3x+2<0]eB

ne A N B.

ix € RIx*—4x + 3 > 0/, determi-

Se A={xERI3x-2x*>20},,B=[x€ERI1<x<3]eC=xERIx®-x—-2<0),

determine (4 U B) N C.

Sejam p(x) = x?—5x + 6e g(x) =

x? 4+ 5x + 6. Se @ é um numero real e

p(a) < 0, qual é a condicdo que deve satisfazer g(a)?

Qual ¢ uma condicdo suficiente para que a expressdo Y = +.x? — 4 represente

uma func¢ao?
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300. Resolva a inequacdo (x> —x—2) (—x? + 4x—3) > Oem R.

Solugio

Analisando os sinais dos fatores, temos:

= 2 X
fix) = x®—x -2 2 0 — 0 + =
1 3 X
gix) = —x*+4x— 3 = 0 + (o} = §o2
Fazendo o quadro-produto, vem:
= . > Ml
fix) = x2—x—2 + 0 . : - 0 i+ E B
glx) = x*+4x—-3 - Er = 0 + § + 0 -
fix) - glx) = 0 + 0 - 0 + 0 -

S=xERI-1<x<Tou2 < x< 3L

301. Resolva, em IR, as inequagdes:
a) (1—4x)-(2x2 + 3x) >0
b) 22 —Tx + 6)-(2x>*—T7x + 5) €0
) (—x—6)-(—x2+2x—-1)>0
A ER+x—-6)-—x>—-2x+3)=0
e x*—-2x2—-x+2>0
s —6x> +x—-3<0

302. E dada a fungiio y = (2x2— 9x — 5) (x? — 2x + 2).
Determine:

a) os pontos de intersecdo do gréafico da fungdo com o eixo das abscissas;
b) o conjunto dos valores de x para os quais y < 0.

303. Dentre os niimeros inteiros que sdo solu¢des da inequacgio
(x? = 2Ix + 20) - (3 — x) > 0, qual é o maior?

304. Determine os valores de x € IR que satisfazem a inequacio
(xX2=2x + 8) (x2—5x + 6) (x2—16) < 0.
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305. Seja 4 o conjunto solugdo, em IR, da inequagdo (x2 — 5x) (x2— 8 + 12) < 0.
Determine A.
22 + x— 1

= 0 em IR.

306. Resolva a inequacdo

Solucdo

Analisando os sinais do numerador ¢ do denominador, temos:

>3 2 X
fix) = 2 +x =1 + 0 = 0 - i
0 2 X
glx) = 2x — x? = (o} + 0 = *

Fazendo o quadro-quociente, vem:

A
=1 0 7 2 x
BT . o Bt e b gy Y} R n
]
1 ]
T 4 T .
glx) = 2x — x> = : - 0 + : 3 0 =
: T : T
f(x) s 1 = ' ¢
) 0 iz ! 0 - :
b &
-1 0 o 2
2
s=§x€lﬁlxs—1 ou O<xs%oux>2}
307. Resolva, em IR, as inequacdes:
4% + x— 5 x2 +3x—16
.l SEe B S S —_—t e
o 2x2—3x—2 =0 9 —x2+7x—10’1
—9Ox2 4+ 9x — 2 2x2 + 4x + 5
Dfcc . S WY s
)3x2+7x+2 )3x2+7x+2
x2 + 2x 6x2 + 12x + 17
2T 50 Y
VEFL55+8 7 B x—5
2—3x x+ 1P-1
—_——— i ) > 1
4 2x2 + 3x—2 h) x—-1>%+1
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308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

170

Determine, em IR, o conjunto solucdo das inequacGes:

X + 1 X X
7> —————,  —
%) x2—3x+2/0 d)x+1 x—1 9
X 1
— x> t+—< 2
®) X-=x2+x-1 . ©) t
Xi— X2+ 2x—1 1
£ %= £
% x =2 =t ) x# = ] X + 1

Tomando como conjunto universo o conjunto U = IR — [/}, resolva a inequagdo
x+ 1 < X + 2
2 1-x"

Dada f: IR — IR, definida por f(x) = —x?, resolva a inequacdo
f(x) = f(=2)
< J(—1):
== =D

a) O que se pretende dizer quando se pede para achar o dominio de uma f(x)
igualada a uma expressao em x? .
x? + 1

b) Determine, em IR, o dominio da fun¢do f(x) = -

N 2= o= 157
Ache o dominio da fungdo y = \f %:_56, em IR.
5 : 5 2 3x + 2
Determine o conjunto igual a {x € R|— ‘( = _xI > 0]

(x=3)(x2 + 2x—8)
\ x? + 4x + 3

Qual ¢é a condi¢do para que y = , y real, seja definida?

Resolva as inequagdes:

a) 4 < x2—-12 < 4x

b) x2 +1 < 2x2—-3 < —-5x
)0<x*-3x+2<6

d)7x +1<x>+3x-4<2x+2

) 0<x>+x+1<1

f)4x?—5x + 4 <3x2—6x +6< x>+ 3x—4

Resolva os sistemas de inequagdes:

2) xX4+x-2>0 c)1+2x>0
3x—-x2<0 —4x2 + 8x—-3<0
2 _ T
x> +x—-20<0 d){2x X +

b) 120
xXX—4x-21>0 4x2—-8x +3<0



317.

318.

319.

320.
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Considere as desigualdades:

4y + 3x <12, 0<%, 0<y.

Classifique as proposi¢des abaixo em verdadeiras ou falsas:

a) O conjunto de solucdes das desigualdades € limitado no plano (x, y).

b) O valor maximo da varidvel x satisfazendo as desigualdades é 4.

¢) O conjunto de solugdes das desigualdades nao € limitado no plano (x, y).

d) O valor minimo da varidvel y satisfazendo as desigualdades é 3.
e) O valor maximo da varidvel y satisfazendo.as desigualdades é 3.

Assinale as proposicdes verdadeiras e as proposicdes falsas nos itens abaixo.
O conjunto solu¢ao do sistema

[xz =1>0

xX-2x<0 é:

a) xERI-1 <x<1]

b) X ERI-1<x< 0 U[0<x<1]

¢) x€ERIx<-1J]Ux €IRIx > 2

d){xEIRIl<x<%}U[xEIRI%<x<2}
) X ERIl <x<2 '

Resolva a inequacdo x* — 5x? + 4 > 0, em R.

Solucio

Fazendo z = x?, temos
-5 +4>0 = zL1 ou z>=4
mas z = x?; portanto:
x*<1 ou xX24 = ®-1<0 ou x*-420 =
= Elxgl on . x€=2 ‘ou, X2
logo S=KERIxL -2 ou' I3l ou x22.

Resolva, em IR, as inequagdes:
a) x*-10x* +9<0

b) x4—-3x2-4 >0

o) x*+8*-9<0
d)2x*-3x2+4<0

e) x6—7x3-8>0
f)3x*—5x2+4>0
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321. Determine m de modo que a fun¢do quadratica
f(x) = mx? + (2m — I)x + (m + 1) seja positiva para todo x real.
Solugio
Devemos ter simultaneamente A < 0 e ¢ > 0; portanto:

19) A=b>—4ac=02m—1?*—4-m:-(m+ 1) = |
=4m?’—4m+1-4m’—4m=-8m+1<0 = m>—

8

29)-a== mr>0-=im>0

Como as condi¢bes s@o simultaneas, concluimos que:

fx) >0, ¥x€R <= m>%.
322. Determine m para que se tenha para ¥ x € IR:

a) x>+ 2m—1)x + (m?-2)>0 Hm-Dx>+4m—-1Dx +m >0
b) x2+ (2m + 3)x + (m2+3) >0 g) mx?>+ (m—-2)x+m<0
¢) x¥*-mx+m>0 h) mx? + (m + 3)x + m > 0
d) x>+@m+Dx+m>0 i) (m+ Dx2=2(m—-1)x + 3(m—1)<0
e) x>+ (m+2)x—(m+3)=0 j) m?=Dx?+2(m—Dx+1>0

X2+ (m+ Dx + 1
x?+x+ 1

323. Determine m para que se tenha < 2 para ¥ x € R.

Solugdo

Considerando que x? + x + I é positivo para qualquer x real, multipli-
x2+(m+Dx+1
x> +x+ 1

camos ambos os membros de <2 por (x*+x+ 1),

mantendo a desigualdade.

Entdo:

x4+ m+ Dx + 1
X2 +x+1

< XX+ (m+Dx+1<22+x+1),¥xER <=

< x>+ m-1Dx—-1<0,¥x € R.

Devemos ter A < 0, portanto:

A=m-12-4--D--)=m?*-2m-3<0 & —-l1<m<3.

Resposta: —1 < m < 3.

<2,¥XxER &
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324. Determine m para que se tenha para ¥ x € R:

2
a) X +’rnx+1 <2
x*+ 1
XX —mx + 2
x2—x + 2
X X + m
x> + 4 x2 + 1
2 _
f o al R BAD .,
x*—x + 1

b) > m

c)

325. Qual é o conjunto de valores de p para os quais a inequagdo x> + 2x + p > 10
¢ verdadeira para qualquer x pertencente a IR?

326. Qual é a condicdo para que a desigualdade x> — 2(m + 2)x + m + 2 > 0 se-
ja verificada para todo nuimero real x?

X—a X +

327. Se P s 4 , para todo x # 0, qual ¢ a condicdo que « satisfaz?

328, Determine os valores de m € IR para os quais o dominio da func¢do

f(x) = , i

—_—_——¢o0 COIljllIltO dos reais.
2x2—mx + m

329. Para que a funcdo real f(x) = vx?— 6x + k, em que x e k sdo reais, seja de-
finida para qualquer valor de x, qual deve ser o valor de k?

XIII. Comparacdo de um niimero real com as
raizes da equacao do 29 grau

123. Comparar o nimero real « s raizes reais x, < x, da equacdo do 2°
grau ax? + bx + ¢ = 0 é verificar se:

1) o estd a esquerda de x; (o < x; < X,)

2) o estd entre as raizes (X; < a < X,)

3) « estd a direita de x, (X, € X, < @)

4) o € uma das raizes (o = X; OU @ = X,)

sem calcular as raizes.

Sendo f(x) = ax? + bx + cuma fun¢do quadratica, cuja regra de si-
nal ja discutimos neste capitulo, temos que:
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a) se «a estiver a esquerda de x, ou a direita de x,, o produto a - f(«)
¢ positivo, isto é: a (coeficiente de x?) e fla) = ac? + ba + ¢ tém 0 mesmo
sinal.

a>0 a<o
fle) > 0 fla) < O

X4 X2

h %~

x¥

x \

a X X,

b) se « estiver entre as raizes x; € X, (x; # X,), o produto a - f(«) ¢ ne-

gativo, isto é: @ e f(c) tém sinais contrarios.

Conhecendo a posicdo de o em relagdo as raizes reais x, e x, de
f(x) = 0, temos que:

a>0 a<0
fla) < O ﬂa)> 0

s

c) se a é zero de f(x), entdo a - f(a) = 0, pois f(a) =

ST
()

~1

———1

Resumo

Da<x,<x, = a-fla) >0
), <a<x, = a-fla) <0
I, <«x<a = a-fla) >0
4 a=x ou a=x, = a-fla) =
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Observemos que nos casos 1, 3 e 4 o discriminante € A > 0 enquanto
no caso 2 temos A > 0.

Inversamente, conhecendo o sinal do produto a - f(«), que conclusdo
podemos tirar da existéncia de raizes reais da equacdo f(x) = 0 e qual a posi-
¢do de a em relagdo as mesmas raizes?

E o que veremos em seguida.

124. Teorema 1
Sea - f(o) < 0, 0 trinbmio f(x) = ax? + bx + c¢tem zeros reais e dis-
tintos e « esta compreendido entre eles.

Hfa - f(a) < 0 TA>0 e x;, < a < x,

Demonstragao

19) Se fosse A < 0, teriamos: a - f(o) > 0, ¥ a, a € IR, 0 que ¢ ab-
surdo, pois contraria a hipotese a - f(a) < 0.

Concluimos, entdo, que A > 0, isto é, f(x) tem dois zeros X, € x,, reais
e distintos.

29) Se o real « estiver a esquerda de x, ou a direita de x, ou for um ze-
ro de f(x), teremos @ - f(o) = 0, 0o que contraria a hipdtese a - f(a) < 0.

Concluimos, entdo, que « estd compreendido entre x; € x,.
Exemplo

Comparar o numero / as raizes da equagédo 3x° — 5x + 1 = 0.
Temos a = 3, « = 1 e f(x) = 3x?— 5x + I; entdo:
a-fle)=3-f1)=3-3-1>)-5-1+1)=-3<0.

Conclusdo: A > 0 e x; < 1 < Xx,.

125. Teorema 2

Sea- fla) >0e A >0, entdo « estd a esquerda de x, ou a direita de x,.

a-fla) >0 o< x5 €%
H {e T {ou
A>0 X, X <«
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Demonstracdo

SeA>0¢e¢ x; < a<x, entdo a - f(o) < 0, o que contradiz a hi-
poétese a - f(o) > 0.

SeA=0¢e a=Xx, =X, entdo a- f(a) = 0, o que também con-
tradiz a hipdtese a - f(a) > 0.

Concluimos que a < x; < X; ou x; < X; < a.

Observacio

Notemos que, se a-f(ae) >0 e A >0, o teorema 2 garante
que o € [x,, x,], mas ndo indica se « estd 4 esquerda desse intervalo
(a < x; < Xx,) ou a direita dele (x; < x, < «). Para verificarmos qual des-
sas duas situa¢des estd ocorrendo, devemos comparar o com um numero qual-
quer que esteja entre as raizes. Para facilitar os cdlculos vamos utilizar o

] S X + X, =b ’ = s i :
numero > = 3 P que é a média aritmética das raizes x; € x,,
; a
pois:
X + X, S
X; € X, = x,g—T—SXZ = x,<7<x2.
Calculando % = _—b, temos duas possibilidades a examinar:
: S . . S .
1?) se a < > entdo « esta a esquerda de > e, conseqilientemente,

a esquerda de x;:

X3 Xy

3

a<%=> a< X <X

M|m4

29) se o > i, entdo o estd a direita de —‘j— e, conseqiientemente,
a direita de x;:

a>% = X, < x<a« X X3

<Y

Exemplos

19) Comparar o numero / as raizes da equacdo 3x?> + 4x — 3 = 0.

A=4-4.3.(-3)=52>0
a-f@=3-11)=3-3+4-3)=12>0
S -b =2

2~ 2a 3 ¢

= X, <X <1
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2%) Comparar o numero 0 as raizes da equacdo 4x?— 6x + I = 0.

A=(62—-4-4-1=20>0

a-fl@)=4-f10=4-1=4>00 _ o, oy

5 b 3
2 2a 4 >4
126. Resumo

Se f(x) = ax? + bx + ¢ apresenta zeros reais x; < X, € « é um nu-
mero real que vai ser comparado a x; € x,, temos:

a)a-fo) < 0—m= x, < & < X,

b) a - f(ad) = 0=—= « é uma das raizes

a<X <X s¢ a<—

[\ RV

c)a-fla) >0 e A>20 =

wn

X, X5 <a se a>—

[\

EXERCICIOS

330. Determine m de modo que o numero / esteja compreendido entre as raizes da
equacdo: mx? + (m—I)x—m = 0.

Solucao

Consideremos f(x) = mx? + (m — I)x — m.
Para que aconteca x; < I < Xx,, em que X; € X, sao as raizes de
mx? + (m — I)x — m = 0, devemos ter:
af(1) < 0 = m[;m-l2 +(m—-1)-1-m] <0
J

b Mininin

a f(1)
= m-m-1)<0 = 0<m«<1
Resposta: 0 < m < 1.
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331.

332.

333.

334.

335.

178

Determine m de modo que o numero « esteja compreendido entre as raizes da
equacao:

aymx* + 2m—-3)x +m—-1=0 e o =2
bm-Dx*+Cm+Dx+m=0 e a=-1
omx>+m—-IDx+m+2)=0¢ee a=0
d)m-Dx2+ m=-3)x+m+1=0¢ a=1

Determine os valores de m na equacdo x? + (m — 2)x + I —m = 0 de modo
que o numero real 2 esteja compreendido entre as raizes.

Determine / para que a equacdo: (m — 2)x? — 3mx + (m + 2) = 0 tenha uma
raiz positiva e outra negativa.

Determine o menor valor inteiro de k para que a equag¢do 2x’ + kx+k—5=0
tenha duas raizes de sinais contrarios, sendo a negativa a de maior valor absoluto.

Determine m de modo que a equacdo mx’ — (2m + I)x + 2 + m = 0 tenha rai-
zes reais tais que —/ < x; < X,.

Solucao
Consideremos f(x) = mx?— (2m+ 1)x + 2 + m.

Para que aconteca —/ < x; < X,, em que X; € X, S0 as raizes reais de
mx?—(2m + I)x + 2 + m = 0, devemos ter:

a-H-D=0 A>0L8 %>—1.

Analisando separadamente cada condicdo:

1 a-f(-1)>0 = m-[m-1>-Cm+1)--1D+2+m]>0 =

V/

a f(-1)

= m-(4m + 3) >0 = m<—% ou m > 0.

23) A0 = (2m+1)>-4 - mQ2+m)>0 = —4m+1>0 — mg—‘l‘—.
39) %>—1 N L . RN %+1>0 SONE. . % dL IR

= m<'—% ou m > 0.
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337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.
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Representando os valores encontrados sobre um eixo:

_3
(a-f(-1) > 0) =5 o o=
i m
(A >0 L
i m
S 4 0 =
(3> “) m

Como as trés condigdes sdo simultdneas, fazendo a intersecao dos interva-
los acima vamos encontrar:

g — % ou 0< mg%, que € a resposta.

Determine m de modo que a equagdo (m—3)x? + 2(m—2)x + m + 1 = 0 tenha
raizes reais tais que x; < x, < 1.

Determine m de modo que a equagdo (m — I)x? — mx — 2m — 2 = 0 tenha
raizes reais tais que —/ < x; < X,.

Determine m de modo que a equacdo do 2° grau mx>—2(m+ I)x+m+5=10
tenha raizes reais tais que 0 < x; < x, < 2.

Determine m para que a equacdo do 29 grau mx’ —2(m+I)x + m + 5 = 0
tenha raizes reais tais que x; < 0 < x, < 2.

Determine m para que a equagdo do 2° grau 3x?—2(m + 2)x + m’—6m + 8 =0
tenha raizes reais tais que x; < 7 < x, < 4.

Determine m para que a equacdo do 2% grau (2m + I)x* + 2x + m + 1 = 0
tenha raizes reais tais que 0 < x; < x, < 4.

Determine m na equagdo do 2° grau (3m — 2)x? + 2mx + 3m = 0 para que
tenha uma unica raiz entre —7 e 0.

Determine m na equacdo do 2° grau mx? — 2(m — I)x — m — I = () para que
se tenha uma unica raiz entre —/ e 2.
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XIV. Sinais das raizes da equacao do 2?9 grau

127. Estudar os sinais das raizes de uma equacdo do 2° grau é comparar o
numero zero as raizes X, € x, da equagao dada.

Podem ocorrer trés situacoes:

1?) as raizes sdo positivas

Neste caso, temos:

0 X4 Xy
0 < x; < %5 >
X
ou
0 Xy = Xy
0<x =x - -

De acordo com a teoria anterior, temos:
S
2

A>0 e a-f0)>0 e = 0.

Notemos que, sendo f(x) = ax? + bx + ¢, temos:

a)a-f0)=a-c>0 = %>0 = P>0
em que P = %éo produto das raizes da equacdo do 29 grau.
S
b)7>0 = §>0

em que S = — —2— é a soma das raizes da equagdo do 2° grau.

Assim sendo, uma equagdo do 2° grau tem raizes positivas somente se:
A>20 e P>0 e S>0

isto €, se as raizes forem reais, com produto positivo e soma positiva.

22) as raizes sao negativas

Neste caso, temos:

X X 0
A : 2 >
ou
X, = X 0
X, =%<0 Lo >
X
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De acordo com a teoria anterior, temos:

A>0 e a-f0)>0 e

w|»
A
o

Isso também pode ser escrito assim:
A>0 e P>0 e S<0O.

32) as raizes tém sinais contrarios
Neste caso, temos:
X; < 10 < X,
De acordo com a teoria anterior, temos:
a-f0) <0 ou P<O.

128. Aplicacdo

Determinar os valores de m na equagdo do 29 grau
m-1)x2+ @2m + I)x + m =0
para que as raizes reais sejam distintas e positivas.
Como a equagdo é do 2° grau, devemos ter, inicialmente,
m-1#0 = m#1

e, se as raizes sdo distintas e positivas (0 < x, < X,), entdo:

A > 0 (pelo fato de as raizes serem reais e distintas) e S > 0e P > 0
(pelo fato de as raizes serem positivas).

Analisando cada condicao:

A=(2m+l)2—4(m—1)-m=1 A 50 1
=8m+1>0=m>—? m
b -Cm + 1) 1

5= a  m-1 0= 550 "7 -
=>—1—<m<1 Tn

2
P=L=L>0=~, P>0 0 1
a m — 1 e

= 0<m«<1

Fazendo a interse¢do das trés condigdes, vem 0 < m < I, que é a
resposta.
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EXERCICIOS

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

Determine /1 de modo que a equacdo do 29 grau (m+ 1)x”+2(m+ )x+m—1=0
tenha raizes negativas.

Determine m de modo que a equagdo do 2° grau (m+ I)x’+2x+m—1=0
tenha raizes positivas.

Determine /2 de modo que a equacdo do 29 grau (m—2)x’+ 3m—Ix+(m+1)=0
tenha raizes de sinais contrarios.

Determine m de modo que a equacdo do 2° grau (m—I1)x’+ (2m+3)x+m=0
admita raizes negativas.

Determine m de modo que a equacdo do 29 grau (m’—4)x’+mx+m—3=0
admita raizes de sinais contrarios.

Determine /m de modo que a equagdo do 29 grau mx’—(2m—1)x + (m—2) =0
admita raizes positivas.

Determine o menor valor inteiro de k para que a equagdo 2x’ + kx + k=5 =10
tenha duas raizes de sinais contrdrios, sendo a negativa a de maior valor absoluto.
Considere o conjunto A = |y € Ztal que |yl < 4]. Responda:

a) Qual o numero de equagdes do tipo x’ +2mx+n=0, com mEA e n€ A?
b) Dentre as equagdes obtidas no item @, quantas tém raizes reais e distintas?
¢) Dentre as equagGes com raizes reais e distintas, quantas tém raizes positivas?

A equacdo (m’ + I)x—2m + 5 = 0 admite raiz negativa para qual condi-

¢ao sobre m?

Sejam p e g reais; se a equa¢do do segundo grau em x:
X*+px+ag>+1=0

tem duas raizes reais, x; e X,, qual é o sinal dessas raizes?
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LEITURA

Dedekind e os Niimeros Reais
Hygino H. Domingues

A escola pitagdrica provou que J2 ndo é um numero racional.
Mas nem por isso descobriu os nimeros irracionais. E como os gregos
de entdo, ao contrario de babildnios e egipcios, ndo eram de se conten-
tar com aproximagdes, desprovidas de significado tedrico, envereda-
ram pela geometria para superar esse impasse (ver pag. 62). Assim,
os gregos do periodo cldssico, ao resolverem a equagio x? = 2, por
exemplo, faziam-no geometricamente, fornecendo a raiz positiva co-
mo um segmento de reta. E se hoje dizemos ‘‘x ao quadrado’’ para
indicar x?, isso se deve a que os gregos associavam um produto de fa-
tores iguais a figura de um quadrado. Coisa andloga vale para x7.

Mas a ciéncia aplicada ndo pode prescindir da matematica nu-
mérica. De modo que ja no periodo alexandrino, quando a matemati-
ca grega se abriu para as aplicagdes, ndo lhe restou sendo imitar a ati-
tude de egipcios e babilonios com relacdo aos nimeros irracionais —
pois ainda demoraria muito até que a natureza destes fosse decifrada.

Assim € que até a primeira
metade do século XIX o conceito
de numero irracional ndo havia
ainda sido elucidado € o conjunto
dos nimeros reais carecia de funda-
mentagdo légica. A substituicdo
da intui¢do geométrica pelos niime-
ros, como base da andlise matema-
tica, foi a grande motivagdao, no
século XIX, para as tentativas de
pOr em pratos limpes a questdo dos
ntiimeros reais. E entre os matemé-
ticos com papel decisivo nessa em-
preitada figura Richard Dedekirnd
(1831-1916).

Dedekind nasceu na Alema-
nha, em Brunswick, também cidade
natal de Gauss. Mas, ao contrario
deste, seu extraordinario génio ma-
temdtico ndo aflorou precocemen- =
te. Na Universidade de Gottingen, Richard Dedekind (1831-1916).

|
|
'l
|
'
l
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em que ingressou aos 19 anos de idade, Dedekind iria ter a oportuni-
dade de ser aluno de seu conterraneo. E o mesmo Gauss, em 1852, te-
ve ocasido de dar parecer favoravel a tese de doutoramento de De-
dekind.

Depois de trabalhar quatro anos em Gottingen como instrutor
e seis anos como professor na Escola Politécnica de Zurique, Dede-
kind foi contratado pela Escola Técnica Superior de sua cidade natal,
onde permaneceu até a morte.

S3ao intimeras as contribui¢des de Dedekind a Matematica. Mas
seu nome provavelmente é mais lembrado por dois importantes con-
ceitos: o de ideal, um dos mais fecundos hoje em dia em todos os cam-
pos da matemadtica; e o de corte, através do qual caracterizou, num
livro de 1872, os numeros reais.

Como professor de calculo, ja a partir de 1858, sentiu mais di-
retamente a falta de um embasamento tedrico para o sistema dos nu-
meros reais. Exemplificava dizendo nao haver uma demonstra¢ao sequer

para coisas corriqueiras como \/E . \5 = JE E a questdo central era
como esclarecer a idéia de continuidade.

Depois de meditar muito, ndo sem buscar inspiracao em Eudo-
xio, Dedekind abragou a idéia de que se poderia chegar ao conceito
de continuidade através de convenientes particdes em Q. E definiu um
corte em Q como uma parti¢ao deste conjunto num par (A, B) de sub-
conjuntos ndo vazios tais que todo elemento do primeiro ¢ menor que
todo elemento do segundo. Por exemplo, para cada a €EQ est4 associa-
do o corte racional (A, B) definido por @, em que A = {(xEQ I x < a]
e B={x€Q | x> a]. Mas nio vale a reciproca: ha cortes ndo racionais.

Dedekind mostrou como operar com esses cortes € como
compara-los. Desse modo cada corte passa a representar formalmente
um numero real e o conjunto desses cortes pode ser visto como o con-
junto dos nimeros reais. Por exemplo, o corte (4, B) do exemplo re-
presenta o numero racional @; os cortes ndo racionais sa0 0S nUMeEros
irracionais da teoria de Dedekind.

Os mais de 2 000 anos decorridos desde o inicio até o fim desta
historia dao bem uma idéia da magnitude do passo dado por Dedekind.




CAPITULO VIII

Funcao Modular

I. Funcao definida por varias sentencas abertas

Uma fungdo f pode ser definida por varias sentencas abertas, cada uma
das quais estd ligada a um dominio D; contido no dominio da f.

129. Exemplos preliminares
19) Seja a fungdo f: IR — IR de-
finida por

f(x) = 1 parax < 0
fx)=x+ 1para0d <x<2
f(x) = 3 parax > 2

que também pode ser indicada por

1 se x<0
fx) =({x+1 se 0<x<2
3 se X =2

O seu grafico estd representado
ao lado.

fix) =1

vi

fix) = 3

I
I
1
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
+
2

M
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2°) Seja a fun¢do f: IR — IR de-
finida por

f(x) = —x para x < —1

f(x) = x2—1 parax > —1
que também pode ser indicada por

=X se x < -1

W) = 2§ se x> 1

O seu grafico estd representado
ao lado.

vA

<Y

EXERCICIOS

354. Construa o grafico das fung¢des definidas em IR:

x+1 se x>0
=X se x<0

a) f(x) = {

—2x+3 se x>1
b) f(x) = {1 se =l<€x<
2+x se x<+1

-2 se x<—2

¢ f(x) = {x se —2<x<2
2 se x=2

xX2—4x+3 se x>1
4 1) = [x—l se x<1
355. Esboce o grafico da funcdo:
X se x =2
fix) = {x2—1 se 0 <x<?2
Ix| se x <0

e) f(x) =

f) f(x) =

g) fx) =

h) f(x) =

356. Construa o grafico da funcdo real dada por:

0 se x<0
a)f(x)=%se 0<xg2
1 se x> 2

186

b) f(x) =

(-
Il
5
e

s€
s€

%2 se
1 se

x>0
x<0
xX>—2
x <=2

X-=4x se x>0
—x2—4x se x<0

x*—4x + 3
x2+4x + 3

\AV/A
(= =]

se x>0
se x<0
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XX +x—2 se x> -2
357. Na funcao real f(x) = {_ x L se xg =D determine os valores do do-
2 A XX

minio que tém imagem 4.

Solucio

Para determinarmos o valor de x € IR tal que f(x) = 4, resolvemos as

equacoes

=l = L rx—6=0 = &253 (n@o convém)
e

-% +1=4 = x=-6

logo, os valores do dominio sdo x = 2 ou x = —6.

5
2 _
X x+1 se x=20 :
2 Z 7, determine os valores do

X 4 2 se x <0
dominio que tém imagem 7.

358. Na funcido real f(x) =

359. Considere a fun¢do y = f(x) definida por:
{y = 4x se 0<x<2
y=-x24+6x se 2<x<6
a) Esboce o grafico de y = f(x) no intervalo 0 < x < 6.
b) Para que valores de x temos f(x) = 5?

360. Considerando a funcdo real definida pela sentenca

x2 + bx + ¢ se x<0
mx + n se 0 <x <X
x>+ bx +c¢ se X=X

S =

cujo gréfico é:
17}

|
3

<w
xy
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pode-se afirmar:

a) A equagdo f(x) = % tem 4 solucdes.
b) f(=2) = L

¢) Se 0 < x < I, entdo f(x) = ——)Zc— + 1.
d) Se x > I, entdo f(x) = x?— 5x + 6.

e) O conjunto imagem da fun¢do é o intervalo [— %

II. Médulo

130. Definicdo

Sendo x € IR, define-se mddulo ou valor absoluto de x, que se indica

por Ix!|, por meio da relagdo

Il

x| X se x =0
ou

Ix = —x se x<0
Isso significa que:

1?) o médulo de um numero real ndo negativo

numero;

29) o modulo de um numero real negativo € igual ao oposto desse

numero.

Assim, por exemplo, temos:

420 =42, 1=Tt = 47, 101 = 0,1——]: 32 peufot =

131. Propriedades

188

Decorrem da definicdo as seguintes propriedades:

I. Ix >0, ¥x € R

II. Ixl =0 <= x=0

III. Ixl - lyl = Ixyl, ¥x,y € R
IV. Ix12 = x2, ¥y x € R

rel.

¢ igual ao proprio

+42, | 4++31 = +43
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V.x < Ixl, ¥x € R
VL Ix + yl < Ixl + lyl, ¥x,y € IR
VII. Ix—yl > Ixl = lyl, ¥x,y € R
VIII. Ix aea>0 = —-ag<x<a
IX. Ix >aea>0 < x<—-aouzx2=>=a
Demonstracoes
I. Sex =2 0, entdo Ixl = x = 0.
Se x < 0, entdo Ixl = —x > 0.
II. Sex = 0, entdo x|l = x = 0.
Se Ixl =0, entdo x = 0, pois, caso x # 0, resultaria Ix| > 0.
III. Sex>0ey>=0,entdo Ix|-lyl =x-y=Ix-yl, pois x-y > 0.
Se x<0e y<0, entdo lxl - lyl=(—x)-(—y)=xy=Ilx-yl, pois
x-y>0.
Sex>0ey<0,entdo Ixl -yl =x-(-y)=—x-y = lx-yl,
pois x - y < 0.
Se x < 0 ey > 0, analogamente.
IV. Se x > 0, entdo x = lx| e dai x? = Ix|?2
Se x< 0, entdo —x = lx| e dai (—x)(—x) = Ix| - IxI,
isto é, x2 = Ix|2.
V.Sex > 0,entdox = Ixl e, sex < 0, entdio x < 0 < lIxl;
portanto, x < |lx!| para todo x real.
VI. Ix+y|—’i/(x+y)-’=x-’+y-’+2xy % IxPP+1yP+2. Ixl - Iyl =
1) )
= (Ixl + Iyl)?edai Ix + yl < Ixl + Iyl.
VII. Ix—yP=(x—y)y=x?+y?-2xy=2x?+y*-2lxl-lyl =
= Ix124+ Iyl2=2lx| -1yl = (IxI —=lyl)? e dai Ix—y| > IxI—1Iyl.
VIII. Ix| € a b x<a = xX-a’<0 =
< (x+a)x—a)<0e —a<x<a
IX. Ixl >0 &5 x2<a? < X—-a?>0 <

< (x+a)(x—a)>20 < x<—-aoux>=a

III. Funcdao modular

132. Uma aplicacdo de IR em IR recebe o nome de funcdo modulo ou modular
quando a cada x € IR associa o elemento x| € IR.

f(x) = Ixl
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Utilizando o conceito de modu- yA
lo de um nimero real, a fungcdo modu-
lar pode ser definida também da seguin-
te forma:

=20
fx) = (X s€ X2
*) —x se x<O0.

=¥

O gréfico da fun¢do modular €é
a reunido de duas semi-retas de origem
0O, que sdo as bissetrizes do 1° € 29 qua-
drantes.

A imagem desta funcdo é Im = IR, isto é, a fungdo modular somen-
te assume valores reais nao negativos.

EXERCICIOS

361. Construa os graficos das fungdes definidas em IR:
a) f(x) = 12xI b) f(x) = I3xI|

362. Construa o gréafico da funcédo real definida por f(x) = Ix + I1.

Solucdio
Podemos construir o grafico de f(x) = |x + 1| por dois processos:

Primeiro processo

Kb lesse sx = =1

Notemos que Ix + 11 = [—x—l RS

Entdo a fungdo pode ser definida co-
mo uma func¢édo a duas sentengas, ou
seja,

N
tF

C ekl se X 2ol :
f(x)_[—x—l SeuX e =1 i B

cujo grafico estd representado ao lado.
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Segundo processo

Para construirmos o grafico de
fx)y="lx+ 1}

fazemos inicialmente o grafico da fun-
¢ao g(x) = x + I, que esta represen-
tado ao lado.

Para obtermos o grafico de
fx) = lgx)l = Ix + 11

fazemos em duas etapas:

Primeira etapa

Se g(x) >0, vamos ter f(x)=lg(x)| =
= g(x), isto &, o grafico da funcdo f
coincidird com o gréfico da fungdo g.

Segunda etapa:

Se g(x)< 0, vamos ter f(x)=Ig(x)l =
=—g(x), isto €, o grafico da funcdo
fseré simétrico do gréfico da fungdo
g, relativamente ao eixo das abscissas.
Construindo os graficos obtidos, nas
duas etapas, no mesmo plano car-

tesiano temos o grafico da funcao
fix) = Ix + 1.

FUNCAO MODULAR

axIT>T0
Q X
o
7 ) []
L fl=1Ig
a 7 8
T %'/ :
7
s I
f=rg A [ 1.
P
:‘/

17 ' %

|7 | ||
1 ‘ =1L
J” 1 |
BT T[] [ ]
[ [ \
+
A
O S
BN

Construa os graficos das seguintes funcdes reais:

a) fx) = Ix~= 1|

b) f(x) = 12x — 11
¢) f(x) = 12x + 3
d) f(x) = 12 — 3x|

e) f(x) = Ix? + 4xI
f) f() = 1x%2=3x + 2I
g) f(x) = 14 — x?|
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364.

365.

366.

367.

192

Construa o grafico da fun¢@o definida em IR por f{x) = Ix— Il + 2.

Solugio

Construimos inicialmente o grafico da fungdo g(x) = Ix — /1.

Para obtermos o grafico de f(x) = g(x) + 2, deslocamos cada ponto do
grafico da fungdo g duas unidades ‘‘para cima’’.

i)
4
V

b latx) = 1x=11 N //, ‘1 fix)=Ix=11+2

X X
Construa os graficos das seguintes fungdes reais:
a) f(x) = Ixl =3 d) fx) = Ix2 =11 -2
b) f(x) = 12x — 11 —2 e) f(x) = Ix2—4] + 3
) f(x) = I13x — 41 + 1 f) f(x) = Ix* + 4x + 31 — 1
Construa o grafico da fun¢do real:
a)y = Ixl—1 b)y=—-Ix—al + a

Construa o grafico da fun¢do definida em IR f(x) = Ix + 21 + x— 1.

Solugio

Notemos que

X+ 2 se x> =2 '
=X O S X < =2

IxeeE 2 M=

Devemos, entido, considerar dois casos:

1%) quando x > —2, temos: E
fx) =1x + 21+ x='1 =
=X+2+x—1=2x + 1 T3

2?) quando x < —2, temos:
fo) =1x + 21 + x~1'=
=l=—x = 4 X —=A{=1=3
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369.

370.

371.

FUNCAO MODULAR

Anotando a func¢do f como uma fungdo definida a duas sentencas, vem:

A -k se- X 22
fxp = -3 S X&)

cujo gréfico estd na pagina anterior.

Construa os graficos das fungdes reais abaixo.

a) f(x) = Ixl + x ) fx) = 13x+ 21 —28 + 3
b) f(x) = Ixl—x g) f(x) = x2—4Ixl + 3
¢ f(x) = Ix—=31 + x + 2 h) f(x) = Ix* = 21xI-3I
d) fx) = Ix + 1l = x + 3 i) f(x) = Ix*=2xl +x + 2

e) f(x) = 12x — 11 + x—2

Trace o grafico da fun¢do f de IR em IR, definida por
fx) = (x2=1) + 1x2 =11 + 1.

Determine o conjunto imagem da fung¢do f de IR em IR, definida por
fx) =2x—-3! 4+ x-— 1.

Os diagramas cartesianos abaixo representam relacdes em R.
3 A

Ry
Ry

\1
‘: Y .
=i 1 | R3
li—v |
I
= 1 _

P 1 A &

+1
A A ,
l R4 Rs = i
> /N1

Analise os diagramas e indique as afirmativas verdadeiras.
a) R, = R}!
b) R, = ((x,9) € Ry = Ixl +x]
R =(xy)E€R,IxI >1ce lyl 21

d) DRy) = ]-%,-1] U [1, +°[
e) IRs) = ]-, 1]
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) I1xI
372. Construa o grafico da fungdo f(x) = —i-— definida em IR*.

bxi—1

373. Construa o gréfico da funcdo f(x) = = xl definida em IR — {7].

374." Construa o grafico da fun¢do definida em IR por:
f(x) = 12x + 1l + Ix—11.

Solucdo

2x+ 1 se xo——
Notemos que 12x + 11

4
2
G k) S x<—l

o X ibariseS X
e lx—H [ -

—x=1 -s¢

Pt

Devemos, entdo, considerar trés casos:

19) quando x<—§, temos f(x)=12x+ 1|+ | x—1l=—2x—1-x+ 1=—3x

2°9) quando ——;—sx<1, temos f(x)=12x+ 11 + Ix=1l =2x+ I-x+ 1=x+2

39) quando x>1, temos f(x)=12x+ 1|+ Ix—11=2x+ I +x—1=3x.

7

Anotando a funcio f como uma fun-
¢ao definida a varias sentengas, vem:

% =
; 1 # of
-3x  se x < —— \ >
2 \& | /1.1
fx) = x+25e—%<x<l Ao
3x se x > 1 =

cujo gréfico estd ao lado.

375. Construa o grafico da fungdo real definida por:
ay fix) = lx= 1l = Ixl b) y = —xIxl|
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377.

378.
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Construa os graficos das seguintes funcdes reais:

a) f(x) = Ix + 11 + Ix—1| d) f(x) = 13x + 31 — 12x — 3|

b) f(x) = Ix + 11 — Ix— 11 e) f(x) = Ix2— 4l — Ix = 2l
2 2] — Ix2— 4

Q) fx) = 12x =21 + Ix + 31 £) 1) = —% Xz =

Construa o grafico da fungao definida em IR:
f(x) = 112x — 21 — 41.

Solucao 7

Construimos inicialmente o grafico de
g)=cRx—21"=4.

Analisemos as duas possibilidades:

=Y

12) Se g(x) > 0, temos:
fx) = lg®)! = gx)

isto é, o grafico da func¢do f coincide
com o grafico da fungdo g. G = T2k =274

2?) Se g(x) < 0, temos: 5k

fx) = lgx)! = —g(x) 0 =| ||Px T 2| —4
isto €, o grafico da fun¢éo f € o oposto
do gréfico da fungdo g.

Considerando as duas possibilidades e \
representando num mesmo plano car-
tesiano, temos:

Construa os gréaficos das fungdes reais:
a) fx) = lixl — 21

b) f(x) = l12x + 31 — 2|

¢) f(x) = x2—11 — 3|

d) fx) = llx—11 + x =3I

e) f(x) = Ix*—4Ixl + 3I

f) ftx) = IlIx + 21 — Ix =2l

g) f(x) = l3x—31 —12x + 11l
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379. Construa o gréafico da fung¢do real definida por:

x| i = ]

= 52 — e

a) f(x) = Ix2—5Ixl + 6l ) g(x) =1
b))y = 2x + Ix = 2IxlI

380. Considerando os graficos abaixo, indique as afirmativas verdadeiras.

A i A

= 3% 2 “2x

'
Nlw
g
e
n|
~|§;=
v e e s e S St
'

1
2[_\'I -
b) B representa a funcdo f(x) = log, lxI|.
2

a) A representa a funcao f(x) =

¢) C representa a funcdo f(x) = —Ix? — xI.
d) D representa a funcao f(x) = 1 + sen (% - x).

e) E representa a fungdo f(x) = cotg x.
IV. Equacées modulares

133. Lembremos da propriedade do modulo dos numeros reais, para k£ > 0:

Ix =k <= x=k ou x=-k
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e, utilizando essa propriedade, vamos resolver algumas equac¢des modulares.

19) Resolver [2x — Il = 3.

Entao:
2%—1=3 = x=2
2x—11 =3 = ou
2x=1 ==3 = x = =]
S = 2, ~1.

2°9) Resolver 13x— 11 = I12x + 3I.
Lembrando da propriedade

lal = Ibl <= a=b ou a=-b
temos:
3x—-1=2x+3 = x=4
ou
13x =11 = 12x + 31 <= 2
Ix—-1=-2x-3 = x=—?
2
S = |4, — =|.
-4
39) Resolver Ix + 11 = 3x + 2.
Devemos ter inicialmente:
X+220 = x> —%
para que seja possivel a igualdade.
Supondo x > —%, temos:
X+ 1=3x+2 = x=—%
Ix + 1l =3x + 2 = ou
X+1=-3x-2 = x= —%(nﬁoconvém)
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EXERCICIOS

381. Resolva as seguintes equacgdes, em IR:

a) Ix + 21 =3 e) Ix2—3x—11 =3

_1 = - O -
b) I3x—11 =2 f) Ix 2X 4 2
c) l4x—=51 =0 g) Ix*—4x + 51 =2
d) 12x =31 = =i

382. Considere o grafico abaixo:

YA

M

a) Mostre que este grafico representa a fun¢do de IR em IR definida por
f(x) =x+ Ix—11.

b) Dada a func¢do constante g: IR — IR definida por g(x) = k, para que valores
de k a equacdo f(x) = g(x) tem uma unica solugdo?

383. Resolva, em IR, as seguintes equagdes: .

a) 13x + 21 = Ix—11I ¢) Ix* + x =51 = l4x — 11

b) l4x — 11— 12x + 31 =0 d Ix2+2x—-2l = Ix2—x—1I
384. Resolva as seguintes equacgdes, em IR:

a) Ix—2l =2x + 1 d) 12x* + 15x — 31 = x2 + 2x— 3

b) I3x + 21 =2x—3 e) I3%—2] =3x—2

c) 2x—5] =x%x—1 f) 14—-3xl =3x—4

385. Resolva, em IR, a equacdo IxI? + Ix|l — 6 = 0.
Sugestdo: Faca |x| = y.
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386. Resolva, em IR, a equagdo 12x — 3| + |lx + 2| = 4.

387. Qual ¢ o conjunto sélﬁg:%, em IR, da equagdo:
a) Ix+ 1l —Ixl =2x + 1

I1x1 lxx=- 11
DT 1
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V. Inequacdes modulares

134. Lembrando das propriedades de médulo dos niimeros reais, para k > 0:

1) Ixl <k & -k<x<k
2) Ixl >k = x< -k ou x>k

e, utilizando essas propriedades, podemos resolver algumas inequagdes mo-
dulares.

19) Resolver em IR: 12x + 1| < 3.
Entao:

2x + 11 <3 = -3<2&x+1<3 = —2<x<1
S=xERI-2<x< 1.

29) Resolver em IR: 14x — 31 > 5.
Entdo:

4x — 31 >5 = 4x—3< -5 ou 4—-3>95) =

= (x,<—% ou x>2)

§ = xEIRIx<—% ou x>2}.

EXERCICIOS

388, Resolva, em IR, as inequacdes abaixo.

200

a) 13x—21 < 4 g) I5x + 41 > 4
b) 12x-31 < 1 h) 12-3x1 > 1

¢ 14-3xl <5 i) 13x—51 >0
d) 13x + 41 <0 i) 14x =171 > -1
e I12x + 41 < =3 k)1<Ix—11 <3
f) 12x—11 >3
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FUNCAO MODULAR

Resolva as inequacgdes seguintes, em IR.

a) I2—5x + 51 <1 )|’“rl <2
2x=1

b) Ix2—x—4l >2 g) lixl =21 > 1

Q) Ix—5x1 > 6 h) 12x + 11 =31 > 2

d) Ix2—3x—4l <6 i) I2Zx—11—41 <3

NEETN

: " = 74 = - 5 o
Seja a inequagdo |2 = ?| < 5. Quantas de suas solugdes sdo numeros inteiros

positivos e menores que 30?

Julgue os itens abaixo.

a) A equacdo |2x — Il = 3 possui duas raizes reais.
b) Os valores reais de x para os quais
Bx—=2)(I-x)(I + x?) > 0 sdo [x (S reaisl% < x < 1].

X2 _ X—1

3 2
d) Nao existe numero real x que satisfaca a inequacdo Icos x| > 1.
e) O polindmio 5x6 — 6x° + x é divisivel por (x — 1)

¢) Os valores reais de x tais que > xsdo {x € reais |x < I].

Qual é o comprimento do intervalo que representa a intersecdo dos conjuntos
A={x€R|Ix-2l<4]e{xER|Ix=7 < 2}?

Determine o conjunto solugdo, em IR, da inequagdo 7/ < Ix— 3| < 4.
Para que valores de x, reais, a fun¢do P(x) = Ix? + x — I| é menor do que /?

Se I1x? — 41 < N para todo x real, tal que |x — 2| < I, qual é o menor valor
possivel para N?
Julgue os itens abaixo.

a) As inequagdes (x — 5)? (x + 10) < Oe x?*(x + 10) < 0 tém o mesmo con-
junto solucdo.

b) Ix| — Iyl g Ix — yl, ¥ x, y numeros reais.
—1 -
©) Se f(z) = + 7> @ # T, entdo
f(z) —f(=2) _ 4

1+ f@2)-f(~z) 1-22°
d) O dominio maximo de defini¢do da func¢do
fx) = (15-2x1 =72 ¢é¢ -1<x<6.
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397.

398.

399

400.

202

11
x + 3 (x=2)

e) A funcio f(x) =
x # 2.

esta definida para todo nimero real

f) A imagem da funcdo f(x) = VI — x? + yx?2— 1 é s6 o zero.
Quais os nimeros inteiros que satisfazem a sentenga 3 < 12x — 31 < 6?
Resolva, em IR, a inequag¢do 2x — 7 + Ix + 11 > 0.

Soluc¢io

X1 “se x> —]

Notando que Ix + 11 = [—x—l 3 e

devemos, entdo, considerar dois casos:

19 Se=x > —1, temos;
X3+ ixFH> 0= 2"TdXt:120 <> X >2
A solugdo §; é:
[ Sie= ¥ € IRlx = 1Mz € RIx =22)i= xR xei2].

29%) Se x < —1," témos:

2x—T7 + xR P2 =T = XT— 4= (e RE

A solugdo S, é:

S = Rkx< =l ixe Bix >3 =.0.
A solucdo da inequagdo proposta é

S S S,
e portanto
S = e B8

Resolva, em IR, as seguintes inequagdes:
a) Ix—11-3x+7<0

b) I12x + 11 +4-3x >0

¢) I3x—21 +2x—-3 <0
dIx+1l-x+2=>0

e) I3x—41 +2x + 1 <0

f) Ix2—4x1 —=3x + 6 <0

g Ixx—6x + 51 +1<x

Resolva a inequacdo 1x? — 4| < 3x.
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Indique as afirmativas verdadeiras.

a) ¥vx € [-1, 0], Ixl| = —x.

b) O complementar do conjunto solu¢do da inequagdo |x — I1 > 2 é o inter-
valo ]-1, 3[.

c¢) A equagdo |lx— Il = 2x tem duas solugdes.

d) Todas as raizes da equagdo 2'~~3' = 8 sdo numeros irracionais.

e) O conjunto solugdo da inequagdo log ; (x? — 4) < 2 esta contido no con-

)

junto ]—oo, =2[ U 12, +ol.

Qual € o conjunto solugdo, em IR, de Ix — 31 < x + 3?

Resolva a inequagdo em IR 12x — 61 — Ix| < 4 — x.

Solucdo

Notando que:

B ) Sal ol as o o7 X " se x>0
=6 =i it ety IXI_[—X se x<0
construimos a tabela:

0 3 X
2x =61 = | =2%+ 6| — 2%+ 6| 2x—6
X=X X X

2x—6l—Ixl = =% %6 =3x-+F6 | X—=6
Temos:
XE=16 §e x>
125 —6{ = Ixl-'= {=3%-+6"sc i< x<3
X+ 6 se x<0

Devemos considerar trés casos:
1?) Se x > 3, a inequagd@o proposta é equivalente a:
X—6£d—x = X)) =<5
A solugdo §; é: -
S =KE€ERIXZIINEERIXLS]=KERI3ZI<xLKS].
29) Se 0 < x < 3, ainequagdo proposta € equivalente a:
3x+6<4—x = -2x< -2 = x>1.>
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A solugdo S, é:
S;=x€ERI0gx<3NEERIx>1]=KERI1<x<3].

39) Se x < 0, a inequacdo proposta ¢ equivalente a:
X + 6 < 4—x = 6 < 4, que é absurdo. Logo a solucdo S; é:
S ="
A solugdo da inequagdo 12x — 6l — Ixl < 4—x é:
S =8, US;US;
S=kKkeERIBsx<=SUxeERIIsxc3FUT
e portanto:
Se—ixceliRi 1 i <iSh

404. Resolva as seguintes inequagdes, em IR:

a) Ix + 21 —Ix—31 > x e) Ix + 21 + 12x—21 >x + 8
b) I3x + 2l —12x— 11 >x + 1 f) 3{Ix+11—-Ix—11} < 2x2—4x
0 Ix—2l—-Ix+4 < L—x g Ix=21 = Ix+31 > x>*—4x + 3

d) Ix + 21 + 12x =31 < 10
405. Resolva a desigualdade Ix— 21 + Ix— 41 > 6.

406. Qual é, em IR, o conjunto solucido da desigualdade Ix+ 71 — Ix| < x+ 27
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LEITURA

Boole e a Algebra do Pensamento

Hygino H. Domingues

A logica como ciéncia remonta a Aristoteles (384-322 a.C.), seu
criador. No século XVII Descartes (1596-1650) e Leibniz (1646-1716)
tencionaram dota-la de padrdoes matematicos, 0 que pressupde uma sim-
bologia e um célculo formal proprios. O alcance dessa ldgica seria uni-
versal, aplicavel a todos os campos do conhecimento. Mas nenhum dos
dois deixou sobre o assunto sendo alguns escritos fragmentados. In-
clusive a contribui¢do de Leibniz, embora especifica, somente em 1901
se tornou conhecida.

Assim é que o marco inicial da Iégica simbdlica, embora Leib-
niz seja considerado seu fundador, estd fincado no ano de 1847 com
a publicacdo das obras Mathematical analysis of Logic de George Boole
(1815-1864) e Formal Logic de Augustus De Morgan (1806-1871).

De familia modesta, Boole nasceu em Lincoln, na Inglaterra.
Sua instrucdo formal nio passou dos graus basicos mas, dotado de gran-
de inteligéncia, e vendo no conhecimento o caminho de seu gosto para
ascender socialmente, enveredou pelo autodidatismo. De inicio apren-
deu por si sé latim e grego. Depois, como professor de uma escola ele-
mentar, resolveu ampliar seus conhecimentos de matematica, pondo-
se a estudar, entre outras, as obras cldssicas de Laplace e Lagrange.
O interesse pela logica certamente derivou de seu relacionamento com
De Morgan, de quem ficara amigo. Sua obra citada, embora nao lhe
trouxesse grande fama, propiciou-
lhe, dois anos depois de publicada,
uma nomea¢dao de professor no
recém-criado Queens College, em
Cork, Irlanda.

Em 1854 Boole langa sua
obra-prima, Investigation of the
laws of thought (As leis do pensa-
mento — como usualmente é co-
nhecida), na qual elucida e amplia
as idéias de 1847. A finalidade era
ainda expressar simbolicamente as

leis do pensamento, visando poder _ ?
usar de maneira mais direta e pre- | PN i)
cisa a deducao ldgica. George Boole (1815-1864).
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Boole procurava transformar certos processos elementares do ra-
ciocinio em axiomas da logica. A chamada algebra dos conjuntos ou
algebra de Boole, introduzida por ele em As leis do pensamento, da bem
uma idéia disso. Boole usava letras X, y, z, ... para indicar partes (sub-
conjuntos) de um conjunto tomado como universo. Se x e y denota-
vam duas dessas partes, o que hoje chamamos de intersecdo e unido,
Boole indicava por xy e x+ y, respectivamente. (Os simbolos atuais N
e U sdo devidos a Giuseppe Peano (1858-1932).) Na verdade, as unioes
consideradas por Boole pressupunham partes disjuntas; a generaliza-
¢ao, para o conceito atual, € devida a W.S. Jevons (1835-1882).

Assim, sendo 6bvio para o espirito que xy=yx e x+y=y+x,
(xy)z=x(yz)ex+(y+2)=(x+y)+zex(y+z)=xy+xz, essas leis fo-
ram tomadas como axiomas de sua algebra. Até ai ndo ha diferenca
entre as algebras usuais e a de Boole, sob o aspecto estrutural. Mas
nesta ultima hé leis particulares como x’=xx=x e x+x=x. Ou ain-
da, simbolizando por / o conjunto universo (nota¢do de Boole):
1+1=1.

Um exemplo menos imediato envolve a lei do terceiro excluido.
Por exemplo, se / indica o conjunto de todos os seres vivos € x 0 con-
junto dos gatos, como /—x era para Boole o complemento de x, en-
tdo x+ (I—x) =1 traduz a lei referida: todo ser vivo ou € gato ou nao
é gato.

Nao passou despercebida a Boole a semelhanca entre a algebra
dos conjuntos e a das proposi¢des. Assim € que para duas proposicoes
p e g indicava por pg a conjun¢ado ‘‘p e g”’ e por p+ q a disjuncdo ‘‘p
ou g”’. A afirmacdo x =/ significa, nesse contexto, que x é verdadeira
e x=0 que x ¢ falsa. Mas Boole ndo foi longe com esse assunto.

Porém ja tinha feito o bastante para ser considerado pelo gran-
de matematico e filésofo galés deste século, Bertrand Russel (ver pag.
249), como o descobridor da matemadtica pura.




CAPITULO IX

Outras Funcoes
Elementares

[. Funcao f(x) = x3

135. Facamos um estudo da funcio £, de IR em IR, que associa a cada x € IR
o elemento x° € RR.

fx) =%

Vamos inicialmente construir a tabela:

X x ponio [TTTT I
| |
-2 -8 A . ‘
LI 1% [ | |
3 27 i
-= | -4 B \ 1 |
2 8 , 3 ]
= =1 C RN /]
S L0850 a
2 8 ; L
11 [/le
0 0 E 4
e - F 2 F|ZDE(1] 2] |x
2 3 HERPD A |
1 1 G HEN L] f ]
3 27 L] [ 12 .
2 8 -3
2 8 1 B
5 125 5 I 1
2 ;28
3 27 K
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Observemos que a fungdo f(x) = x°:
a) é uma funcao crescente em IR, isto é:
*#x, €ER, ¥x, €ER)(x <x, = x} <xj)

b) tem imagem Im = IR pois, qualquer que sejao y € IR, existe x € IR
tal que y = x?, isto é, x = 3\Fy

EXERCICIO

407. Faca o esboco dos graficos das seguintes fun¢des definidas em R.

a) f(x) = x* + 1 e) fx) = @ —x)?

b) f(x) = —x3 f fx) = x—-1P3-1
¢) fx) = 2-x3 g fx) =2 + (1 —x)?
d) fx) = (x + 1) h) f(x) = 1%°]

II. Funcédo reciproca

136. Uma aplicacdo f de IR* em IR recebe o nome de funcdo reciproca

: 1
quando a cada elemento x € IR* associa o elemento ==

() = -+

Vamos inicialmente construir a tabela:

X 4| 3| 2|=al-=|-=|-—|=| =1 =
# e s3] | | =be T L 3
1 1 1 1 1 1 1
=—|-——|-=|-=| 1| 2|-3]- EoEh s
y=— o el o 4 |4 |- 3=l aala e
ol A | B lc|plE]F]e| o | rlE|pije]| B EA
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YA

=Y

Observemos que a fung¢do reciproca y = %:

a) ndo ¢ definida para x = 0;

b) temimagem Im = IR* pois, dado um niumeroreal y # 0, sempre
existe um x também real tal que y = ~5

¢) tem por grafico uma hipérbole equildtera(*).

EXERCICIOS

408. Faga o esboco do grafico das fungdes:

2) (9 = ——
b) f(x) = 21—X

9 f(x) = — 2—1x
d) f(x) = |—;1<1

(*) Isso estd provado em nosso livro de Geometria Analitica desta colecdo.
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1

. F d fi = :
409. Faga o esbogo do grafico f(x) 2o 7

Solucao

Vameos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a x + 1,

calculamos e finalmente calculamos x:
X x+1|ly= A
x+ 1
—4 3 8
3 l vk | ] J ‘
R 2 b o ‘ '| ]
3 2 5 _ | N
-2 -1 -1 —T T T T 1
T3S SN R 1 1 -
2 2 ). | -
. e O 0 ) f 1 et
3 3 *—\_7_'4"\1 1 X
oy Tl y HERR
3| 3 A | | |
_.L L | | |
2 | 2 : 1 TJ ‘ 1# ——
0 1 1 i T = ‘
l N L 1 - J
1 2 5
1
2 3 5

410. Faga o esboco grafico das seguintes funcdes:

a) f(x) = <=1
B 19 = 5=
9100 = 57

411. Faga o esbogo grafico das seguintes fungdes:

a) fg = 253 9 ) = 2=
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412. Faca o esbogo gréfico da funcdo f(x) = f K
Solugi'io
Observemos que:
R o 5 e e 1 2 1
FerosaEn U s ok DRRE SO i

413.

414.

Vamos construir a tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a x — 1,

calculamos 7 + xi e finalmente x.

1
1
oy =t
X X y +x-l
3
2 3 = o
| | |
il ) e
2 l ]‘"7 |
Bl IE 0 \
R R I R T
2 2 N
|
2 i & S
3 3 i N
i % 4 s b ‘ g
3 | | ko
£ 08 L1 \
2 2 3 J !
|
2 1 2 i
3
2 Fie i
3 2
4
4 3 =2
3

Calcule o valor aproximado da érea limitada pela curva y = %, pelo eixo Ox
epelasretas x = I e x = 4. Use no calculo trés trapézios de bases contidas
nasretasx = I, x =2, x =3ex = 4.
Represente, graficamente, a funcdo definida por:

1 1

DIW =57 VeR = Gy
8
o 3= x2 + 4
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415. Determine os pontos de intersecao das curvas y = Lz e y = x? algébrica e
graficamente. X

416. Chama-se ponto fixo de uma fun¢do f um numero real x tal que f(x) = x.

Calcule os pontos fixos da fungdo f(x) = 1 + %

417. Esboce um grafico e indique por meio de hachuras o conjunto dos pontos
P(x, y) € IR? que satisfazem o seguinte sistema de desigualdades:
0<xy«<l
X+ yv2 <2

III. Funcdao maximo inteiro

137. Uma funcdo fde IR em IR recebe o0 nome de funcdo mdximo inteiro quan-
do associa a cada elemento x € IR o elemento [x], que é o maior inteiro que
nao supera x.

fx) = [x]
Assim, por exemplo:
39 =7
3!9 = 1Sal = 2 1 )7 = et = T 4] = 4.
[3,9] [10 3, [-0,7] [10] 1 e [4]
Para construirmos o grafico, no-
temos que: VA
B L e =2 v y= = =3 o T
2L 85 <€ ~1 = y = [X] = =2 2-p-—-—_T_6 :
~-1€x<0 = y=[]=-1 o W
0K<Kx<1l = y=[x=0 -3 -2 -1 ool
I€x<2 = y=[x]=1 R 1 2 3 4 X
2<€<x<3 = y=[x] =2 I -1
3€x<4 = y=[x=3 L febto
etc. -
—C=—] -3

A imagem da funcdo maximo inteiro é o conjunto Im = Z.
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EXERCICIOS

418. Construa o grafico das seguintes fun¢des definidas em IR.
a) f(x) = 2[x] b) f(x) = —[x]

419. Construa o grafico da funcédo real definida por f(x) = [2x].

Solucao

Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a 2x,
calculamos [2x] e finalmente x.

‘A
X 2x y = [2x]
£ —o
=2eGixs <=l S =gt =g -4
3 *—o
et B Sl =3l ) =5 e
=1 i<l et = (ISR DRI i | =2 e I
et S i it = — e
VISR SEa i ] T Wy e 0 P B
PI5s o<l 2% <2 1 o | -2
F<x< 15 2 2% <3 2 o 3
ES s <2 35 2% <4 3 —c 5
X <25 A<y 4 —

420. Construa os graficos das seguintes funcdes definidas em IR:

a) f(x) = [%] e) f(x) = I[x]!
b) f(x) = [—x] f) fx) = [xP?
¢ f(x) = x—1] g) f(x) = x—[x]

d) f(x) = [Ix!] h) fx) = x + [x]



CAPITULO X

Funcao Composta
Funcao Inversa

I. Funcdo composta

138. Seja fuma func¢do de um conjunto 4 em um conjunto B e seja g uma
funcdo de B em um conjunto C. Chama-se fun¢do composta de g e fa funcdo
h de A em C em que a imagem de cada x é obtida pelo seguinte procedimento:
19) aplica-se a x a fun¢do f, obtendo-se f(x)
2°9) aplica-se a f(x) a funcdo g, obtendo-se g(f(x)).

Indica-se #(x) = g(f(x)) para todo x € A.

Pode-se indicar a composta por gof (1&-se:.“‘g composta com f’ ou ‘‘g
circulo f’’); portanto:

(gof) x) = g(f(x))

para todo x € A. A—f, o
Podemos representar também a e ™
.
i

composta gof pelo diagrama. g

c

Exemplos

19) Sejam os conjuntos A = (=1, 0, 1, 2}, B= (0, 1, 2, 3, 4] e
C=1{1,3,5,7, 9] e as fungdes:

f, de A em B, definida por f(x) = x?

g, de B em C, definida por g(x) = 2x + 1.
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FUNCAO COMPOSTA — FUNCAO INVERSA

Observemos por exemplo que: f(2) = 4, g(4) = 9 e h(2) = 9,istoé, h(2) =
= (gof) (2) = g(f(2)) = g(4) = 9.

Para obtermos a lei de correspondéncia da funcdo composta 7 = gof,
fazemos assim: g(f(x)) € obtida a partir de g(x) trocando-se x por f(x).

No exemplo dado, temos:

h(x) = (gof) x) = g(f(x)) = 2 - f(x) + 1 = 2x> + 1.
Se vamos calcular A(2), fazemos deste modo:
h2) =2-22+1=09.

2%) Sejam as fungdes reais f e g definidas por f(x) = x + 1 e
gx)=x*+x+ 1.

Notemos que a fungdo composta 4 = gof ¢ definida por:
h(x)=(gof)x)=g(fx))=[fE)P+fx)+ 1=+ 1\ +x+1)+1=x>+3x+3.

Observacoes

1?) A composta gof sé esta definida quando o contradominio da f
¢ igual ao dominio da g. Em particular, se as funcdes f e g sdo de A em A4,
entdo as compostas fog e gof estdo definidas e sdo funcdes de A em A.

2?%) Notemos que, em geral, fog # gof, isto é, a composi¢ao de fun-
¢Oes ndo é comutativa.
Pode acontecer que somente uma das funcoes f0g ou gof esteja definida.

Assim, no primeiro exemplo, se tentarmos obter fog, verificaremos que é im-
possivel, pois:

g ¢ fun¢do de B em C mas f ndo é funcdo de C em A.

f ndo é funcao

A
g é funcéo

215



FUNCAO COMPOSTA — FUNCAO INVERSA
32) As duas composi¢des fog e gof estdo definidas mas fog#gof,
como nos mostra o segundo exemplo:
(gof) x) = x> + 3x + 3
(fog) x) = f(gx)) = gx) + 1 = P+x+1) + 1 = x2+x+2.

139. Associatividade da composicdo de funcées

Teorema
Quaisquer que sejam as fungdes
A—-»B-t-C->D
tem-se:
(hog)of = ho(gof).

Demonstracdo

Consideremos um elemento qualquer x de 4 e coloquemos f(x) = y,
g(y) =w e h(w) = z; temos:
((hog)of) (x) = (hog) (f(x)) = (hog) (y) = h(g(y)) = h(w) =z
€ notemos que
(gof) x) = g(f(x)) = gy) = w
portanto,
(ho(gof)) (x) = h((gof) x)) = h(w) = z
entao, temos:
((hog)of) (x) = (ho(gofl)) (x),
para todo x de A.

EXERCICIOS

421. Sejam as fungdes reais fe g, definidas por f(x)=x?+4x—5 e g(x)=2x—3.

.a) Obtenha as leis que definem fog e gof.
b) Calcule (fog) (2) e (gof) (2).
¢) Determine os valores do dominio da fungdo fog que produzem imagem /6.
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Solucao

a) A lei que define fog é obtida a partir da lei de f, trocando-se x por g(x):

(fog)(®) = f(g(x)) = [8(X)]* + 4[g(x)] -5 = (2x—3)* + 4(2x—3)—5
(fog) (x) = 4x2 —4x — 8.

A lei que define gof é obtida a partir da lei de g, trocando-se x por f(x):

Eof)x) = gf(x)) = 2-fx) —3 = 2(x> + 4x—5)—3
(gof)(x) = 2x2 + 8x — 13.

b) Calculemos fog para x = 2
(fog) @y =4-22—4-2—8= 0,
calculemos gof para x = 2
gof)(Q)=2-22+8-2-13 = 11.
¢) O problema em questdo, resume-se em resolver a equagao
(fog) x) = 16
ou seja:
42—4x—-8 =16 = 4x*—x—6)=0 => x =3 ouw xX=2

Sejam as funcdes reais f e g, definidas por f(x) = x?—x—2eg(x) = 1 — 2x.

a) Obtenha as leis que definem fog e gof.
b) Calcule (fog) (—2) e (gof) (—2).
¢) Determine os valores do dominio da fun¢do fog que produzem imagem /0.

Sejam as fungdes reais f e g definidas por f(x) = x*—4x + I e g(x) = x?— 1.
Obtenha as leis que definem fog e gof.

Sejam as funcdes reais f e g, definidas por f(x) = 2 e g(x) = 3x — 1. Obtenha
as leis que definem fog e gof.

Nas funcdes reais f e g, definidas por f(x) = x? + 2 e g(x) = x — 3, obtenha
as leis que definem:

a) fog b) gof ¢) fof d) gog

Considere a func¢do em IR definida por f(x) = x* — 3x? + 2x — 1. Qual é a lei
que define f(—x)? E f(%)? E f(x - 1)?

Dadas as fung¢des reais definidas por f(x) = 3x + 2e g(x) = 2x + a, determi-
ne o valor de ¢ de modo que se tenha fog = gof.

Se f(x) = x7 e g(x) = x*% mostre que fog = gof.
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429.

430.

431.

432.

433.

434.

435.

436.

437.
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Sejam as fungdes f(x) = xZ + 2x + 3 e g(x) = x? + ax + b. Mostre que,
se fog = gof, entdo f = g.

Sejam as fungdes definidas por f(x) = \‘} e g(x) = x? — 3x — 4. Determine
os dominios das funcdes fog e gof.

Solucao

a) (fog) (®) = f(g() = Je(x) = \x* = 3x — 4.
Para que exista (fog)(x) € IR, devemos ter x> — 3x — 4 > 0, isto é:
x < —1 ou x > 4. Entao:
D(fog) = x € RIx < -1 ou x > 4].

b) (€oNX) = s(f(®) = [P —3 - gx) — 4 = IxI - 3|x — 4.
Para que exista (gof)(x) € IR, devemos ter x > 0. Entdo:
D(gof) = x € RIx > 0}.

Sejam f(x) = yx— 1 € g(x) = 2x? — 5x + 3. Determine os dominios das fun-
¢oes fog e gof.
Sejam as fungdes f(x) = j):i—é definida para todo xrealex# 2e g(x) =2x+ 3

definida para todo x real. Fornega:
a) o dominio e a lei que define fog;
b) o dominio e a lei que define gof.

Sejam as fungdes reais f(x) = 2x + I, g(x) = x?— 1 e h(x) = 3x + 2. Obte-
nha a lei que define (hog)of.

Sejam as fungdes reais f(x) = 1 —x, g(x) = x> —x + 2e h(x) = 2x + 3. Ob-
tenha a lei que define Ao (gof).

Sendo f(x) = VI —4x’e g(6) = sen 20, encontre os valores de # para os quais
fog se anula.
Observagido: fog significa f composta com g.

Considere as fungdes

f(x)
g(x)

2x + 3
+ b.

Determine o conjunto C, dos pontos (a, b) € IR? tais que fog = gof.

Dadas as fungdes f(x) = 2x + me g(x) = ax + 2, qual é arelacdo que ae m
devem satisfazer para que se tenha (fog) (x) = (gof) (x)?
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438. Julgue os itens abaixo.
a) A figura abaixo ¢ grafico de uma func¢do definida para y = f(x).

YA

N
v

b) Se f(x) = x?2—2x + I, entdo f(a + 1) = f(I — a).

c)SeA = (1,2 3]eB = {1, 4, 7], pode-se afirmar que o numero de fung¢des
de A para B ¢ igual a 3.

d) A representacdo grafica de f: IR — IR definida por f(x) = Ix—11 — (x—1)
¢ o grafico abaixo.

x Y

(0, 2)

x

(1, 0)

e) Para todo x> 0 temos que, se f(x) = %, entdo f(x) < 1.

f) Se f ¢ uma funcdo definida para todo inteiro tal que f(0) = I,
f(n + 1) = f(n) + 3, entdo f(300) = 901.

439. Dadas f(x) = 3 e g(x) = x?, determine f(g(x)).

1
1=x’

440. Se f(x) = determine (fo[fof]) (x).

441. Dadas as fungbes f, g e h, de R em IR, definidas por f(x) = 3x,
g(x) = x?—=2x + I e h(x) = x + 2, obtenha ((hof)og) (2).

442. Dada a aplicacdo f: Q — Q definida por f(x) = x? — 2, qual é o valor de x tal
que f(x) = f(x + 1)?

443. Sejam f e g funcgdes de IR em IR tais que f(x) = ax + b e g(x) = cx + d.
Determine a relacdo entre g, b, ¢ e d, de modo que fog = gof.
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Sejam as fungdes reais f(x) = 3x — 5e (fog)(x) = x? — 3. Determine a lei da
funcdo g.

Solucio

. Se f(x) = 3x — 5, entdo trocando-se x por g(x) temos:

(fog)(x) = fgx)) = 3 -g(x) =5

mas é dado que: (fog)(x) = x?— 3, entdo
3ig() =5 =%=3

ou seja:

AJEKE G40
gx) = et

Sejam as funcgdes reais f(x)
a lei da funcdo g.

2x + 7 e (fog)(x) = x?— 2x + 3. Determine

Sejam as funcdes reais g(x) = 3x — 2 e (fog)(x) = 9x? — 3x + 1. Determine

a lei da fungéo f.

Solucio

Se (fog)(x) = 9x2—3x + I, entdo f(g(x)) = 9x?—3x + 1.

Como g(x) = 3x — 2, decorre x = i(zc_);—_z e entdo:
2
fle(x) =9 [Lx;ﬁ] =3~ [&);—2] +1=[gX)]*+4g(x) +4-g(x)—2+1=

= [g®)]* + 3 - g(x) + 3; logo, f(x) = x* + 3x + 3.

Sejam as fungdes reais g(x) = 2x — 3 e (fog)(x) = 2x? — 4x + 1. Determine
a lei da funcio f.

Sejam as fungdes reais g(x) = 2x + 3 definida para todo x real e (fog)(x) =

= % definida para todo x real. Determine a lei da fun¢éo f.

Se f: R - IRédaforma f(x) = ax + b e verifica f(f(x)) = x + I paratodo
x real, calcule os valores de a € b.

Considere as fungdes

f: R—= IR g:R—-1R
x>2x+b € X > x2
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em que b € uma constante. Conhecendo a composta
gof : IR—= IR
X g(f(x)) = 4x2—12x + 9
calcule o valor de b.

Sef(x + 1) = ’Z—i‘; (x # _71>, qual é o dominio da funcdo f(x) no con-

junto dos nimeros reais?

Sejam as fungdes reais, g(x) = 2x + 3 definida para todo x real e g(f(x)) =
2x + 5

- ini - 12
= definida para todo x real e x # —1. Calculef( G )

Se g(f(x)) = x? + I3x + 42 e g(x) = x? — x, determine o termo independen-
te de “‘x’’ na expressao de f(x), sabendo que f(x) é um polinémio com coeficien-
tes positivos.

Sejam fe g fungGes de IR em IR, definidas por f(x) = 2x + keg(x) = —x + 1.
Sabendo que f(f(x)) = 4x — 3 e f(g(x)) = g(f(x)), determine:

a) os valores de k e #;
f(x) <
8(x)

b) os numeros reais x, tais que

Sejam f e g funcdes reais definidas por

2 >
f()=[x+2x+4 se x =1

3x + 4 se x<1 e Ex)=3%x=3

Obtenha a lei que define fog.

Solucao

Fazendo g(x) = y, temos (fog)(x) = f(g(x)) = f(»).
Temos de examinar dois casos:

19)y =2 1

y2l © gx 21  x-321 < x2>24

y21l = )=y +2y+4 = fg®) = Ex)* +2-gKx) + 4 =
= (fog)x) = x—3P +2(x—3) +4=x2—4x + 7.

29y ik

y <l & @<l & x73<T = x<4

y<1 = fy)=3y+4 = fgx) =3-2x)+4 =
= (fog)x) =3x—3) +4=3x-—5

x2—4x + 7, se

4
3x— 5, se 4

Conclusdo: (fog)(x) = [

AWV

X
X
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456. Sejam f e g as fungdes reais definidas por

xXX—4x +3 se x>=2

f(x) = 2x—3 se x<2

e gx) =2x + 3.
Obtenha as leis que definem fog e gof.

457. Sejam as funcdes reais f e g definidas por
x2+2 se x<-1
1
x—2
4-x2 se x>=1

f(x) = se —-1l<x<l1

e g(lx)=2-3x
Obtenha as leis que definem fOg e gof.
458. Sejam as funcdes reais f e g definidas por

fx) = 4x —3 se x>0 & &) = x + 1 se
T x*-3x+2 se x<0 X =11 -x se

Obtenha as leis que definem fog e gof.

o
NV
(SN

459. Sejam as funcdes reais g e fog definidas por g(x) = 2x — 3 e

_(4x2—6x—1 se x>=1
(ng)(x)_£4x+3 se x< I

Obtenha a lei que define f.

II. Funcao sobrejetora

140. Uma funcdo f de 4 em B é sobrejetora se, e somente se, para todo
pertencente a B existe um elemento x pertencente a A tal que

fx) = y.
Em simbolos:

f: A—-B
fésobrejetora <= My, yEB, Ix,x € AIfR) =y

Notemos que f: A — B ¢ sobrejetora se, e somente se, /m(f) = B.

f:A—-B
f é sobrejetora < Im(f) = B
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Em lugar de dizermos ‘‘f é uma fun¢do sobrejetora de A em B”’, pode-
remos dizer ‘‘f é uma sobrejecdo de A em B’’.

Exemplos

19) A funcdo f de
A=1{1,0,1, 2} em B = {0, 1, 4}
definida pela lei f(x)=x? ¢ sobrejetora,
pois, para todo elemento y € B, existe
o elemento x € A4 tal que y = x?.

Observemos que para todo ele-

mento de B converge pelo menos uma
flecha.

2°) A funcdo f de A=IR em B=|[y€IRIy>1] definida por
f(x) = x2 + 1 é sobrejetora, pois, para todo y € B, existe x € A tal que
y = x? + 1, bastando para isso tomar x = yy —/oux = —y — 1.

III. Funcao injetora

141. Uma funcdo fde A em B ¢ injetora se, e somente se, quaisquer que se-
jam x, e x, de A, se x;, # X,, entdo f(x;) # f(x,).
Em simbolos:

f: A-B
féinjetora = (¥x,, X; € A, ¥X,, X, € A)X, # X, = f(x)) # f(xy))

Notemos que a defini¢do proposta é equivalente a: uma func¢do fde A
em B ¢ injetora se, e somente se, quaisquer que sejam x, € X, de A, se
f(x;) = f(x;), entdo x; = x,.

f: A= B
féinjetora <= (Mx;, X; € A, ¥x,, X, € A)f(x) = f(x,)) = X, = X))

Em lugar de dizermos ‘‘f ¢ uma func¢do injetora de 4 em B’’, podere-
mos dizer “‘f é uma injecdo de A em B”’.
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Exemplos

19) Afuncdofde A = {0, 1,2,3]em B = {1, 3, 5, 7, 9] definida pela
lei f(x) = 2x + 1 é injetora,
pois dois elementos distintos de A tém
como imagem dois elementos distintos
de B. Observemos que ndo existem duas
ou mais flechas convergindo para um
mesmo elemento de B.

2°) A funcdode A = INem B = IN definida por f(x) = 2x ¢ injetora,
pois, quaisquer que sejam x; € x, de IN, se x, # x,, entdo 2x, # 2x,.

3%) A fun¢do de A = IR* em B = IR definida por f(x) = % ¢ inje-

; : 3 . 1
tora, pois, quaisquer que sejam Xx, € X, de IR*, se x; # x,, entdo - T
¥ 2

IV. Funcao bijetora

142. Uma funcio f de A em B ¢ bijetora se, e somente se, f é sobrejetora
e injetora.

Em simbolos:

f:A—->B
f € bijetora => f é sobrejetora e injetora

A defini¢do acima € equivalente a: uma funcdo f de A em B ¢ bijetora
se, € somente se, para qualquer elemento y pertencente a B, existe um unico
elemento x pertencente a A tal que f(x) = y.

f:A->B
fé bijetora <= ¥My,y € B,dx,x € Alf(x) =y

Em lugar de dizermos ‘‘f ¢ uma fun¢do bijetora de A em B’’, podere-
mos dizer ‘‘f é uma bijecdo de A em B’’.
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Exemplos

19) A fungdo fde A = {0, 1, 2, 3} em B = {1, 2, 3, 4] definida por
f(x) = x + 1 é bijetora

pois f € sobrejetora e injetora, isto é, para todo elemento y € B, existe um
unico elemento x € A, talquey = x + I. Observemos que para cada elemento
de B converge uma so flecha.
22) A fungdo fde A = IR em B = IR definida por f(x) = 3x + 2 ¢
bijetora, pois:
I) qualquer que seja y € IR, existe x € IRtal que y = 3x + 2, basta tomar-

y-—2 . Logo, f é sobrejetora;

mos x =

IT) quaisquer que sejam x; € x, de IR, se x; # x,, entdo 3x, + 2 # 3x, + 2,
isto é, f € injetora.

Observaciao

Observemos que existem func¢des que ndo sdo sobrejetoras nem injetoras.
Assim, por exemplo, a funcdo de IR em IR definida por f(x) = lxl:

I) dado y € IR* nio existe x € IR tal que y = Ixl|, portanto f ndo
é sobrejetora;

II) Existem x, e x, em IR, X, e x, opostos (e portanto x, # x,) tais que
Ix,! = Ix,l, isto é, f ndo ¢ injetora.

143. Reconhecimento através do gréfico

Pela representacdo cartesiana de uma funcdo f podemos verificar se f
¢ injetora ou sobrejetora ou bijetora. Para isso, basta analisarmos o niumero
de pontos de interse¢do das retas paralelas ao eixo dos x, conduzidas por cada
ponto (0, y) em que y € B (contradominio de f).
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12) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um s ponto ou nao
cortar o grafico, entdo a fungio é injetora.

Exemplos
a) f:IR—- IR b) f: IR, = IR
f(x) = x f(x) = x2
A
Y y4 ! a
4 fJ
y 7
y_§ 7
y_§ 7
l R ’ -
X X
y_4
4
7
/

2%) Se cada uma das retas cortar o grafico em um ou mais pontos, en-
tdo a fungdo é sobrejetora.

Exemplos
a) f:IR— 1R b) f: IR—= IR,
i) =x—1 f(x) = x2
4 rd LY 't $
4 ¥ '
d X F§
il X 4
4 LY 7
4 - N_| .
x x
4
rd
4
7
7

39) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um sé ponto, entdo
a funcao ¢é bijetora.

Exemplos
a) f: IR— IR b) f: IR— R
f(x) = 2x fx) = x - Ixl
YA P YA J
7 J
F d— rd
rd 4
rd 7
e 7
— - —-
~ X r X
4 rd
7 i
i r
7 /
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Resumo

Dada a funcdo f de A em B, consideram-se as retas horizontais por
(0, y) com y € B:

12) se nenhuma reta corta o grafico mais de uma vez, entdo f¢é injetora.
2°) se toda reta corta o grafico, entdo f é sobrejetora.
3?) se toda reta corta o grafico em um so ponto, entdo f é bijetora.

144. Composta de sobrejetoras

Teorema

Se duas funcdes fde A em B e g de B em C sdo sobrejetoras, entdao a
funcdo composta gof de A em C é também sobrejetora.

Demonstracdo

A funcdo g é sobrejetora; entdo, para todo z de C, existe y em B tal
que g(¥) = z e a funcdo f € sobrejetora, isto é, dado y em B, existe x em A
tal que f(x) = y.

Logo, para todo z em C, existe x em A tal que

z = g(y) = g(f(x)) = (gof) ()
0 que prova que gof é sobrejetora.

145. Composta de injetoras

Teorema

Se duas fungdes fde A em B e g de Bem C sdo injetoras, entdo a fungdo
composta gof de 4 em C é também injetora.

Demonstracdo

Consideremos x; e x, dois elementos quaisquer de A e suponhamos que
(g0) (%)) = (801)(xy), isto &, g(f(x,)) = &(f(x;)). Como g ¢ injetora, da
ultima igualdade resulta que f(x,) = f(x,); como f é também injetora, vem
X, = X,; portanto, gof ¢ injetora.
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EXERCICIOS

460. Indique qual das funcdes abaixo é injetora, sobrejetora ou bijetora?

a) £ b) i
— |
[ .
A B A B
C) h d) k
-— \
] e
A B A B

461. Para as fungdes em IR abaixo representadas, qual é injetora? E sobrejetora? E

bijetora?
a) YA b) vA
__.—// > ;x
X
©) vA d) y

Fas ™
.
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Nas fung¢des seguintes classifique em:

I) injetora IIT) bijetora

II) sobrejetora IV) nao é sobrejetora nem injetora
a) f: IR - IR tal que fx) = 2x + 1

b) &R - IR, talque gx)=1-x°

¢) h: R - IR, talque h(x) = Ix—1I

d) m: IN - IN tal que m(x) = 3x + 2

e) n: IR - Z tal que n(x) = [x]

f) p: IR* > IR* tal que pKx) = %

g) ¢: R =R tal que gq(x) = x3

h) iR - R tal que r(x) = Ixl - (x—=1)

Determine o valorde bem B = [y € IRIy > b| de modo que a funcdo fde IR
em B, definida por f(x) = x? — 4x + 6, seja sobrejetora.

Determine o maior valordeaem A = [x € IR|Ix < a] de modo que a fungao
fde A em IR, definida por f(x) = 2x? — 3x + 4, seja injetora.

Seja a fungdo de A = {x € RI—=5 < x<2] em B C IR, definida por
Sf(x) = Ix + 31 — 2. Se f é sobrejetora, determine B.

Determine o conjunto B de modo que a fungdo f: [~1, 2] — B, definida por
f(x) = 12x — 31, seja sobrejetiva. Esta fun¢do é injetiva? Justifique.

Nas funcdes seguintes, classifique em:

I) injetora I1I) bijetora
II) sobrejetora I1V) ndo ¢é injetora nem sobrejetora
a) f: R—= IR d) m: R—= IR
f(x) = x> se x=20 ki) = 4—-x2 se x<1
T lx se x<0 x?—6x+8 se x>1
b) g:IR—- R e) n: IN - IN
x—1 se x >1 X se X € par
g(x) = 0 se ~“I1<€x<l nx) ={x+1 se x & impar
x+1 se x < —1 2 ’
¢) h:R—- IR f) p: R—=Q
_(3x—2 se x>=2 N o [2x se xEQ
hx) = [x -2 se x<2 pK) = (Ix] se x € (R—-@)
Classifique em injetora, sobrejetora ou bijetora a aplicagdo f: IN — IN definida por
n .
> se n é par
Sm) = n+1
5 se n ¢ impar
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469. Observando os graficos, julgue os itens seguintes.

I
M yﬂl y = fix)
=1 i
N[«
—t—t
(I11) YA
:\
I
! N~ f(x)
-1 x>
1
I
I

a) O dominio da func¢do em (I) é
[x Ereaislx # —1 ou x # I].

an

(Iv)

y = f(x)

PRIVSY S
x

b) A imagem da funcdo em (II) é {y € reais |-1 < y < 2].
¢) A fungdo em (III) é decrescente no intervalo (=1, + ).
d) Com relagdo a (IV), podemos dizer que A(x) < g(x) < f(x)paral < x < 2.

e) A func¢do em (I) é injetora.

f) Em (1) £(0) = 0 e f(-1) = ‘71

g) Em (III) a fungdo é negativa para x < —/ e positiva para x > —1.

470.
afirmar que:

Com relacdo ao gréafico de uma funcdo y = f(x), representado abaixo, pode-se

—
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a) o dominio da fun¢do € o conjunto dos numeros reais.

b) a imagem da func¢do é o conjunto dos nuiimeros reais.

c) a fungdo é crescente no intervalo (—<, /].

d) a funcdo € injetora em todo o seu dominio.

e) f(I) =0 e f(5) <.

f) (%) <1le f(—é) <1

g) sabendo que no intervalo [0, 3] a curva representa um arco de parabola, po-
demos concluir que a equagdo dessa pardbola é y = x? — 2x + 1.

h) a semi-reta correspondente a x < 0 tem inclinacdo —1.

471. Sendo a funcdo real f(x) = Ix— 2| + x|, pode-se afirmar:
a) O gréfico da funcio é:

A

N

b) A fungdo cresce no intervalo [2, + oo].

¢) f(x) = 2x— 2, ¥x € R.

d) O conjunto imagem da funcdo é {y € R, y > 2.
e) A fungdo ndo ¢ injetora.

f) O conjunto dominio da fungéo é R.

472. Considere a fun¢io definida por y = f(x) = 2 — |xl, x € IR. Assinale as pro-
posi¢cdes verdadeiras e as proposi¢des falsas nos itens abaixo.

a) f é sobrejetiva.
b) f nao é injetiva.
¢) A fungdo pode ser representada pelo gréfico:

vA

(0, 2)

xv

(0,0
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d) A fungdo pode ser representada pelo gréafico:

vA

N\

(0, 0) (2,0 X

e) A func¢ao pode ser representada pelo gréfico:
y A

(0, 2)

P L.
7T

473. A fun¢do f: A - B é dada por f(x) = I — x2.
a) Determine o dominio de f, isto é, A = {x € R tal que existe f(x)].
b) Determine a imagem de f, isto é, B = f(A).
¢) A fungdo f é injetora? Por qué?
d) Trace o grafico da fungdo f.

474. Existem fungdes f: IR — IR que satisfazem a propriedade (I) f(x) = f(—x), pa-
ra todo x € IR. Assinale as proposi¢oes verdadeiras e as proposi¢oes falsas:

a) Se uma fungdo f verifica (I), entdo f é injetora.
b) condi¢do (1) é vélida para a fun¢do f(x) = 3x°, x € R.
¢) O grafico abaixo representa, no intervalo [—1, 1], uma funcao que verifica (I).

fix)

v

o
PE-R N

e
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d) O grafico abaixo representa, no intervalo [—1, 1], uma fun¢do para a qual

vale (I).

f(x)

I
g |

o
s

e) O grafico abaixo representa uma funcao que satisfaz a propriedade (I).

f(x)
_1 0

*y

e el

a) Defina fun¢do bijetora.
b) Demonstre que f, definida no intervalo 0 < x < s(s > 0) do seguinte modo:
2x—35§
&) =———
) x(s= %)
¢ uma funcdo bijetora desse intervalo nos reais.

Sejam IN o conjunto dos numeros naturais € f: IN = IN uma funcdo que satisfaz
as propriedades:

a) dado qualquer m € IN existe n € IN tal que f(n) > m.
b) A, = {s € IN; s < f(r)] esta contido no conjunto imagem de f, para todo
r € IN.

Mostre que f é sobrejetora.
Sejam as fungdes: fde A em B, definida por y = f(x); identidade em A4, anota-

da por /,, de A em A e definida por /,(x) = x; identidade em B, anotada por
Iz, de B em B e definida por Igz(x) = x. Prove:

fol, =f e Igof =f.
As fungdes I, e Iz do exercicio anterior sdo iguais? Justifique.
Os conjuntos A e B tém, respectivamente, /m ¢ n elementos. Considera-se uma
funcdo f: A — B. Qual a condicdo sobre m e n para que f possa ser injetora?

E para f ser sobrejetora? E bijetora?
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480. Quantas sdo as injecdes de A = {(a, bl em B = (¢, d, e, f)?
481. Quantas sdo as sobreje¢des de A = {a, b, ¢c| em B = |d, e]?

482. Mostre com um exemplo que a composta de uma injecdo com uma sobrejecao
pode nao ser nem injetora nem sobrejetora.

483. Sejam f, g : IR — IR duas funcdes tais que:
a) gof: IR — IR é injetora. Prove que f é injetora.
b) gof: IR — IR é sobrejetora. Prove que g ¢é sobrejetora.

V. Funcao inversa

146. Exemplo preliminar

Dados os conjuntos A = [/, 2,3, 4}e B = (1, 3, 5, 7], consideremos
a funcdo f de A em B definida por f(x) = 2x — 1.
Notemos que a funcdo f ¢ bije-
tora formada pelos pares ordenados
f=1{1,1),(@2,3),3, 5,4 7)

emque D(f)=A e Im(f) = B.

f
A relagdo —
[ =1{(y, x)I(x, ¥) € f}], inversa de
f, é também uma funcao, pois f € uma
bijecdo de A em B, isto é, para todo
y € B existe um unico x € A tal que B A

s x) € .

A funcado f~/ é formada pelos —
pares ordenados —
1 = (1, 1), 3, 2), G, 3), (7, 4) R

em que
D(f!) = B e Im(f') = A.

A B

Observemos que a fungdo f ¢ definida pela sentenga y = 2x — I, e f /¢
y + 1

definida.pela sentenca x = , isto é:
19) fleva cada elemento x € A até oy € Btalquey = 2x — 1
y+1

29) f~! leva cada elemento y € B até o x € A tal que x = 3
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147. Teorema

_ Seja f: A — B. A relagao f~/ ¢ uma funcdo de B em A se, e somente
se, f € bijetora.

Demonstracdo

1% parte: Se f~' é uma funcdo de B em A, entdo f é bijetora.

a) Para todo y € B existe um x € A4 tal que f/(y) = x, isto é,
(¥, x) € f7/, ou ainda, (x, y) € f. Assim f é sobrejetora.

b) Dados x, € Aex, € A, com X, # X,, se tivermos f(x;) = f(x,) =y
resultara f~/(y) = x, e f () = x,, 0 que é absurdo pois y s6 tem uma ima-
gem em f /. Assim f(x,) # f(x,) e f € injetora.

27 parte: Se f é bijetora, entdo f ' ¢ uma func¢do de B em A.

a) Como f é sobrejetora, para todo y € B existe um x € A tal que
(x, ¥) € f; portanto, (y, x) € f~/.
b) Se y € B, para duas imagens x; € x, em f !, vem:
(v, x) €Ef1 e (y,x) €Ef™
portanto:
.Y ETf ¢ x,) €EFL
Como f ¢ injetora, resulta x, = Xx,.

148. Definicao

Se fé uma funcao bijetora de A em B, a relagdo inversa de fé uma fun-
¢ao de B em A que denominamos fung¢do inversa de f e indicamos por f /.
Observagoes

1%) Os pares ordenados que formam f =/ podem ser obtidos dos pares
ordenados de f, permutando-se os elementos de cada par, isto é:

x y)ESf < (y,x) € f L.

2?) Pela observagdo anterior, temos:
xy)ETf  (vy,x) € fL
Agora, se considerarmos a funcdo inversa de f ~/, teremos:
e - [xy € )
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isto é, a inversa de f~/ € a prépria fun¢do f:
ot =f,

Podemos assim afirmar que f e f =/ s@o inversas entre si, ou melhor, uma é in-
versa da outra.

32) O dominio da fungdo f~' ¢ B, que ¢ a imagem da funcio f.
A imagem da funcdo f~' é A, que é o dominio da funcdo f.

A B B A
f !
D(f') = B = Im(f) e Im(f~') = A = D(f).

149. Determinacdo da funcdo inversa

Vimos no exemplo preliminar que, se a funcéo fé definida pela sentenga

- . 5 5 1
aberta y = 2x—1, entdo a funcdo inversa f ~/ € definida pela sentenca x = }%
Observemos, por exemplo, que x = 2 e y = 3 satisfazem a condigdo
1 - ;
y = 2x — I e também x = _y;_ Isso ndo quer dizer que o par ordenado

(2, 3) pertenca a f e a f~!. De fato:
2,3HEL & 3,2 €
y+ 1
2

As sentencas abertas y = 2x — I ex = nao especificam qual

(x? ou y?) é o primeiro termo do par ordenado.

Ao construirmos o grafico cartesiano da fung¢ao f, colocamos x em abs-
cissas e y em ordenadas, isto é:

f=1{x 90 € AXxBly = 2x — 1}

e ao representarmos no mesmo plano cartesiano o grafico de f~/, como o
conjunto

¥+l

f! =y, x) € BXAlx = 5 "

devemos ter y em abscissa e x em ordenada.
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A fim de que possamos convencionar que:

19) dada uma sentenca aberta que define uma funcéo, x representa sem-
pre o primeiro termo dos pares ordenados e

29) dois graficos de fungdes distintas podem ser construidos no mesmo
plano cartesiano com x em abscissas e y em ordenadas

justifica-se a seguinte regra pratica.

Regra pratica

Dada a funcao bijetora f de A em B, definida pela sentenga y = f(x),
para obtermos a sentenca aberta que define f~/, procedemos do seguinte
modo:

19) na sentenca y = f(x) fazemos uma mudanca de varidvel, isto é,
trocamos x por y € y por x, obtendo x = f(»);

29) transformamos algebricamente a expressdao x = f(y), expressando
y em funcdo de x para obtermos y = f/(x).

Exemplos

19) Qual ¢ a funcdo inversa da funcdo f bijetora em IR definida por
f(x) = 3x + 27

A funcdo dada é: f(x) = y = 3x + 2.

Aplicando a regra pratica:

I) permutando as varidveis: x = 3y + 2

I1) expressando y em func¢do de x:

X=3y+2 = 3Jy=x—2 = y= x;Z.

Resposta: E a funcdo f~/ em IR definida por f~/(x) = _x_;Z_

2°) Qual ¢ a fungdo inversa da funcdo f bijetora em IR definida por
f(x) = x3?

A funcdo dada é f(x) = y = x°. B

Aplicando a regra prética, temos: x = y° = y = {x.

Resposta: E a funcdo f~/ em IR definida por f~/(x) = {;c.
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150. Propriedade dos grdficos de f e ™

Os graficos cartesianos de f e f ~/ sdo simétricos em relacdo a bissetriz
dos quadrantes / e 3 do plano cartesiano.

Observemos inicialmente que, se (a, b) € f, entdo (b, a) € f.

Para provarmos que os pontos P(a, b) e Q(b, a) sdo simétricos em re-
lacdo a reta r de equagao y = x (bissetriz dos quadrantes / e 3), devemos pro-
var que a reta que passa pelos pontos P e Q é perpendicular a reta r € que as
distancias dos pontos P ¢ Q a reta r sdo iguais.

O ponto M, médio do segmento PQ, tem coordenadas |-Z +b a+b )

2 * 2
e portanto M pertence a reta . Como M é médio do segmento PQ, isto &,

MP = MQ, M € r, estd entdo provado que os pontos P e Q eqiiidistam da
reta r.

>
Para provarmos que a reta PQ é perpendicular a reta r, consideremos
o ponto R(c, c) da reta r, distinto de M, e provemos que o tridngulo PMR
¢é retangulo em M.

Calculando a medida dos lados do tridngulo PMR, encontramos:

—_— (a_ a+b)2+ (b_ a+b)2: (a—b)2+ (b—a)zzz(a—b>2
2 2 2 2 2

MR: = (a;b —c)2+ (L;b —c)2=2(3;—b—c>2

PR? = (a—c)® + (b —c)?

e observemos que

EVE + MR2 — 2<a—b)2 N z(a +b _C)Z _a—2ab+b* _ a’+2ab+b?_

2 2 2
—2(a+b) - c+2c2=a%+b?—2ac—2bc+2c?=(a?—2ac+c?) + (b>—2bc+c?) =
=(a—c)*+(b—c)*=PR2.

Exemplos

Vamos construir no mesmo diagrama os graficos de duas fung¢des inver-
sas entre si:

19 fx) = 2x -4 e fix) = =X sz 4
2°) f(x) = x? e f(x) = x
39 f(x) = X e f'x) = Ix
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151. A composta de funcées inversas entre si

Teorema

Seja fuma funcao bijetora de A em B. Se f~/ ¢é a fun¢do inversa de f,
entao:

f-lof =1, e fof! =I,.

Demonstracao

¥x € A, (f-1of) (x) = f1(fx)) = f(y) = x
¥y € B, (fof™) (y) = f(f7'(y)) = f(x) = y.

152. A inversa da composta

Teorema

Se as funcdes fde A em B e g de B em C sdo bijetoras, entdo:

(gof)™ = f~'og™

Demonstracao

Observemos inicialmente: se as fun¢des fde A em B e g de B em C sao
bijetoras, entdo a fungdo composta gof de A em C ¢ bijetora; logo, existe a
funcao inversa (gof)’ de C em A.

Queremos provar que (gof)’ = f'og™/; entdo basta provar que
(flogMo(gof) =1, e (gof)o(f'log?) = I..
Notemos que
f-lof = 1,, fof ' =1, glog =1z e gog! = I.

Entao:

(f-tog)o(gof)=[(f'ogMoglof=[fto(glog)lof=[flolg]lof=f-1of=]I,.
(gof)O(f“OIg“) = [(gof)of™']og™ = [go(fof)]og™ = [golzlog™ =
=gog™ = L.
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EXERCICIOS

484. Para cada fungdo abaixo, prove que € bijetora e determine sua inversa:

485.

486.

487.

488.

489.
490.

a) f: IR— IR tal que f(x) = 2x — 5
b) g: R — (4] > R — (1] tal que g(x) = ’;—f:
¢) h: R - IR tal que h(x) = x°

Considere a func¢do f: IR — IR tal que f(x) = |x — II.

Assinale, entre as alternativas abaixo, a soma dos nimeros associados as afirma-
¢Oes corretas.

01) A funcdo fnio é sobrejetiva.

02) A funcdo f € injetiva.

04) A funcdo fpossui uma inversa.

08) f(x) < Ise,esose, 0<x< 2.

16) f¢é uma funcdo par, isto é, f(—x) = f(x).

32) f¢é uma fungdo impar, isto é, f(—x) = —f(—x).

64) fé uma funcdo periddica de periodo 1.

Nas fungdes bijetoras abaixo, de IR em IR, obtenha a lei de correspondéncia que
define a funcdo inversa.

a) f(x) = 2x + 3 e) qx) = Ix + 2
b) g(x) = 4’(3—_1 f) rx) = Ix— 1
¢) h(x) = x> + 2 g) sx) = 31 — %3

d) p(x) = x—1)* + 2

O gréfico de uma fungdo f é o segmento de reta que une os pontos (—3, 4) e
(3, 0). Se f~! ¢ a func¢do de f, determine f~/(2).

Dadaa funcdo f: IR — IR, bijetora, definida por f(x) = x’ + I, determinesuain-
versaf/: IR - IR.

A fungdo fem IR, definida por f(x) = x?, admite funcdo inversa? Justifique.

Julgue os itens abaixo.

a) Sendo y = f(x)uma funcio real, se f(x) = x para algum x, dizemos que x ¢
um ponto fixo de f.

Com base nessa defini¢do pode-se concluir que a funcdo f(x) = 2 + %
possui um unico ponto fixo.
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b) Os zeros da funcdo f(x) = 5 —5%sdox = Oex = 3.
Jx? + 1

¢) O dominio da funcdo real A(x) = -

com exce¢do do zero.

¢ o conjunto dos numeros reais

d) Sef:-A - Beg: B — Csao fungbesinjetoras, entdoacompostagof: 4 - C
também é uma funcdo injetora.
e) Toda funcdo real é inversivel.

491. Sejaafun¢dofdelR_em IR, definidapor f(x) = x2. Qualéa funcdoinversadef?

Solucao

A fungdo dadaé f(x) = y = x’comx < Oey > 0.
Aplicando a regra pratica, temos:
I) permutando as variaveis:

xi=tyiiiilcom vy <0 e x>0

II) expressando y em fung¢do de x
f=3

Xx=y> = y=4x ou y=—x
Considerando que na fungdo inversa f ~/ devemoster y < 0ex > 0, a
lei de correspondéncia da fun¢do inversa serd f ~(x) = —J;c.

Resposta: E a funcdo f ~/ de IR, em IR_ definida por f ~/(x) = —Jx.

492. Obtenha a funcdo inversa nas seguintes fungdes abaixo.
a) f: R, - R,
f(x) = x*
b) f:A—>IR,,emque A = x € Rlx < 1}
fx) = (x = 1)?
c)f:A—>IR_,emque A = {x € Rlx < 2}
fx) = —(x — 2)?
d f:A—->R_,emque A =[x € Rlx < -1}
fx) = —(x + 1)
e) f:R_—>B,emque B ={y € Rly > 1]

fx) = x*2 + 1

f) R, > B,emque B ={y € Rly< 4
fx) = 4 —x?

g) f:R_.>B,emqueB ={y € Rly > -1}
fx) = x2-1
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Considere a funcdo

f- {l, 3_”] - [-1, 1] tal que f(x) = 2——-2—x.
27 2 i

Esboce o grafico correspondente e decida quais das afirmagdes abaixo sdo verda-
deiras e quais sdo falsas.

a) f é crescente.

b) f é sobrejetora.

¢) f possui inversa e f ~/(0) = .

d) f possui inversa e f ~/(0) = 0.

e) f ndo possui inversa.

Considerando a fun¢do real f(x) = 3 + 2* /e sendo g: A - R a sua inversa,
pode-se afirmar:

a) A imagem de f¢é A.

b) O gréfico de f estd acima da reta y = 4.
11

g (—2—> = log, 5.

d) Se f(h(x)) = 3 + 2x, entdo h(%) = 0.

e) O conjunto solu¢do da inequagdo f(2x + 1) < I + 3 - 2* é o intervalo
10, II.

f) O grafico da fungdo g intercepta o eixo Ox no ponto (Z, 0).

Seja a fungdo bijetora f, de IR — {2} em IR — {1] definida por f(x) = L_zl
Qual ¢ a fungdo inversa de f? -
Solucio

== : X £
A funcdo dada € f(x) = y = ts comx #2 e y#Il
Aplicando a regra pratica, temos:

+ 1

X = ! 5 = xy—2x=y+1 = xy—-y=2x+1 =

vy -
= yx-1)=2x+1 — y=—2;—:—j—11—.

Resposta: E a funcdo f 7, de IR — {7} em IR — {2}, definida por

. 22X B
P
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496.

497.

498.

499.

500.

501.

244

Obtenha a funcdo inversa das seguintes fungdes:

a) f: R—- (3] - R — 1] mﬁﬁ—&—»R—E%
_x+3 _ 5x+ 2
fx) = T3~ B =
b) f: R—[-1] - R - (2] e) f: IR* > R — (4]
_2x+3 4x + 2
f(X)——x T 1 f(x) = -
o f:R-{38-R-[-1] f) f:IR-(3) > IR — (3]
_4-x 33X+ 2
fx) = =3 f(x)_—_3

Sendo f e g fungdes reais definidas pelas sentengas f(x) = 3* — 7 e g(x) =
= log,(x — 1), determine (fog™) (0).

2+ x .. ,
¢é inversivel. O seu contra-

A funcdo f definida em IR — {2} por f(x) = >

dominio é IR — {a]. Calcule a.

4x — 3

Seja a funcdo f de IR — (=2} em IR — {4] definida por f(x) = o

¢é o valor do dominio de £~/ com imagem 5?

. Qual

Solucao
Queremos determinar ¢ € IR — {4] tal que f /(@) = 5; para isso, basta
determinar a tal que f(5) = a:

4-5=3 - 1% 17

< Sph S e e g e

Seja a fungdo fde A = (x E RIx < —I]em B = [y € RIy > I} definida
por f(x) = Jx? + 2x + 2. Qual é o valor do dominio de / =/ com imagem 3?

Sejam os conjuntos A = {x E RIx > I}]e B = {y € Rly > 2] e a fungdo
fde A em B definida por f(x) = x? — 2x + 3. Obtenha a funcdo inversa de f.

Solucao

A funciodada é f(x) =y =x?—2x+ 3comx>Iley > 2.
Aplicando a regra pratica, temos:
I) permutando as varidveis:

X=y =2yt -com -y >fFie % >2



502.

FUNCAO COMPOSTA — FUNCAO INVERSA

II) expressando y em funcdo de x

X=y2—2y+3 = x=y*-2y+1+3-1 = x=(@y—-12+2 =
= (y=1P={x-2 = y-l={x—2ouy-1=—Jx-2 —
= y=1+{x-2ouy=1-{x-2
Considerando que na func¢do inversa f ~/ devemos ter y > I ex > 2, a
sentenca que define a funcdo inversa é f /(x) = I + Jx———é
Resposta: f':B—> A

folx) =1 + Jx—=2

Obtenha a func¢do inversa das seguintes funcdes:

a) A={x€EIRIx>1] e B=[y€Rly>-1
f:A—-B
fx) = ¥*=2x

b)A=x€RIx>-1] e B=[fERIy>1l
f:A—>B
f(x) = x2 + 2x + 2

9A=xERIx<?2 e
f:A—-B
fx) = x2—4x + 3

o
Il

iy € Rly =2 -1]

yERIy > —

d)A=x€IRIx>% e B

f:A—-B
f(x) = x2—3x + 2

e) A=xERIx>2 e B={y€Rly <9
f:A—-B
fx) = x>+ 4x + §

fA=xERIx<-1] e B=[€ERIy<S
f:A—-B
fx) = x2—2x + 4
5 9
g)A=x€lRlx>—} e B=y€lR|y>—?

4
f:A—-B
fx) = 2x2— 5x + 2

(¥2—1 s& x>0

Seja a funcdo bijetora de IR em IR definida por f(x) = lx=1 s ze @

Determine 1.
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504.

505.

506.

507.
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Solucao

Notemos que:
xe— 1 logo, ¥ > 1.
x—l-logo, < —1.

Il

19) se x > 0, entdo f(x) = y
2%) se x < 0, entdo f(x) =y =
A funcio proposta é:

=X:—Jcomx ey —louy—
Aplicando a regra pratica:

X =l comx.< Oeyvn<—I

I) permutando as variaveis, temos:
x=p'=-Jcomy=0ex>=IToux=y—Jlcomy<0ex < =1
II) expressando y em func¢do de x, temos:

y=yx+Ilcomy>0ex>-louy=x+Ilcomy<O0ex< —L.
Logo, a fungdo inversa ' ¢ de IR em IR e definida por:

I s x = =1

£ =
) p 0 ) e D e |

Nas seguintes fun¢des em IR, determine a fungdo inversa.

—x2—2x—4 se x < -1

_(2x +3 se x =2
a)f()()_[3x+1 se x <2
_(5—3x se x> -1
b)f(")“{4—4x se x < -1
(X se x20
©) f(X)"{Zx se x<0
_(x*—=2 se x< -1
. f()()_{4)(4—1 se x = —1
_(yx=3 se x=3
€) f(x)_[(3—x)3 se X < 3
xX2—4x 4+ 7 se x =2
f) fiix) = {2x— 1 se¢ ~]l€x<2

A fungdo fem IR, definida por f(x) = |x+ 2| + |x— 11, admite funcdo inversa?

Seja a fungio f em IR definida por f(x) =2x + Ix+ I|—12x—4|. Determine a
func¢do inversa de f. Calcule f ~/(42).

Seja a funcdo fem IR definida por f(x) = 2x — 3. Construa num mesmo plano
cartesiano os graficos de fe f /.
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Solu¢ao
o) = 3x—3 gy =212 . Vi
{ /1 L
LA
X y X y -
-1 | =5 =5 | -1
0| -3 -3 0 = /’
1| -1 -1 1 > 7 -
26 1 2
R 3 3 // -
4 s 5 4 7

508. Nas fungdes que seguem, construa num mesmo plano cartesiano os graficos de

509.

fef

a) f: R—= R
fx) = 2x + 1

b) f: R—= IR

_2x+ 4

f(x)——3

¢) f:IR—=1IR
i) = 1—%

d) f:R.>B={yERIy< 1
fix) = 1—x2

e) f:A—=-A=[x€RIx > -1
f(x) = x* + 2x

f) f: IR* - IR*
0 = +

g) f: IR* > IR — (1].
) = X =1

h) f: R— R,
f(x) = 2%

i) f: R— R,

- (4]

Dadas as fung¢des f e g em IR, definidas por f(x) = 3x —2e g(x) = 2x + 5,

determine a fung¢do inversa de gof.

Solucio

1? processo

Determinamos inicialmente gof e em seguida (gof)™':
(gof) x) = g(fx)) = 2f(x) + 5 =23x—2) + 2) + 5 = 6x + 1.

Aplicando a regra pratica, temos: X = 6x + 1 = y =

Xl

portanto, (gof)(x) = 5

%ol
6 ’
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510.

" 511.

512.

248

2?2 processo

Determinamos inicialmente f ™/ e g7/ e em seguida f ~‘og™/, pois
(gof) 1= f3og.
Aplicando a regra prdatica em f(x) = 3x — 2 e g(x) = 2x + 5, temos:

ey 2 iy = KB
@) = 3 e g 3
Xe= S
i + 2
| e s B00 -0 2 Gt
(flog) ®) = (g7 (x) 3 3 6
portanto, (gof)(x) = x+‘1
Resposta: (gof): IR = IR
of) (9 = 2

Dadas as fung¢des f e g, determine a funcdo inversa de gof:

a) f:R—= R e g:IR—= 1R
f(x) = 4x + 1 g(x) = Ix=5
b) f:R—- IR é g:R—=1R
&) =% g(x) = 2x + 3
c)f: R, - R, e g:R, -C=[x€ RIx < 4
f(x) = x? g(x) = 4—x
d) A = X€|R|X2%},B=[XEIR|X2—%
f:A—-B e g: B> IR,
f(x) = x* = 3x g(x) = 4x + 9
) A=xERIx>1,C=XxERIx>2
f: A— IR, e g: R, - C
fx) =x2-1 g(x) = Vx + 4

Sejam os conjuntos A = (x € Rlx > -2}, B=[x € Rlx > —4] e

C = {x € Rlx > —1] e as fun¢des f de A em B definida por f(x) =

= x? + 4x e g de B em C definida por g(x) = x?— 1. Responda: existe
(gof)™!? Justifique a resposta.

Sejam os conjuntos A = [x € Rlx < é} eB = {x € Rlx > —1]eas fungdes:
f de A em IR_ definida por f(x) = 2x— I, g de IR_ em IR, definida por
g(x) = x?e hde IR, em B definida por A(x) = 4x — 1. Determine a funcdo in-
versa de ho(gof).
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LEITURA

Bertrand Russell e o Logicismo

Hygino H. Domingues

A filosofia iniciou-se com Tales de Mileto (c. 585 a.C.), o pri-
meiro matematico a ter seu nome gravado na historia. A filosofia mo-
derna tem como seu marco inicial O discurso do método (1636), do
grande matematico francés René Descartes. Ainda no século XVII bri-
lhariam simultaneamente na filosofia e na matematica Pascal e Leib-
niz. No nosso século talvez ninguém encarne melhor essa dualidade cien-
tifica do que Bertrand Russell (1872-1970).

Russell nasceu em Trelleck, Pais de Gales, numa familia em que
a tradicio liberal constituia uma vertente destacada. O avo, Lorde John
Russell, que chegou a primeiro-ministro no reinado da rainha Vitdria,
notabilizou-se na politica por suas idéias reformistas (por exemplo, em
favor da instru¢do popular). Era tdo admirado que em suas viagens pe-
lo interior o povo enfileirava-se a beira das estradas por onde passava
para aclama-lo. Uma frase sua era citada repetidamente: ‘‘Quando me
perguntam se uma nacao esta amadurecida para a liberdade, respondo:
acaso existe algum homem amadurecido para ser déspota?’’. A mae de
Bertrand era uma conhecida lider feminista; o pai, Visconde de Amber-
ley, pretendia educa-lo no agnosticismo. Mas ambos morreram antes
de ele completar 4 anos de idade. Assim, B. Russell acabou sendo edu-
cado por preceptores e governantas, segundo as idéias do ramo conser-
vador da familia. Mas ndo adiantou. Segundo suas proprias palavras:
“‘Quanto a religido, passei a ndo acreditar primeiro no livre-arbitrio,
depois na imortalidade e finalmente em Deus’’. E em matéria de moral,
a vigente em seu tempo lhe parecia demasiado estreita e preconceituosa...

Aos 18 anos de idade B. Russell matriculou-se no Trinity College
da Universidade de Cambridge, a fim de estudar matematica e filoso-
fia. Nessa época a fundamentagdo rigorosa da matematica ainda nao
chegara a Cambridge, o que um espirito agudo e critico como ele ndo
deixaria passar em branco. Em Meu pensamento filosdfico escreveu:
““Aqueles que me ensinaram o célculo infinitesimal ndo conheciam pro-
vas convincentes de seus teoremas fundamentais e tentaram fazer-me
aceitar os sofismas oficiais como um ato de fé”’.

Certamente foi essa preocupagdo com a fundamentagao rigoro-
sa da matemadtica que o impeliu, desde logo, para o campo da logica.
Esta, desde Boole (1815-1864), vinha se utilizando de métodos mate-
maticos, como o emprego de um simbolismo e de demonstragdes de
principios légicos a partir de axiomas. Gottlob Frege (1848-1925), o
expoente maximo da légica em seu tempo, defendia a tese de que a
matemadtica ¢ um ramo da logica, tese a qual Russell aderiu decidida-
mente. Isso mesmo tendo encontrado falhas na obra de Frege. De fato,
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em carta de 1902 Russell expunha a Frege uma antinomia que, segun-
do este, numa demonstragdo talvez exagerada de honestidade cientifi-
ca, derrubava os fundamentos de suas Leis fundamentais, uma obra
cujo segundo volume estava para ser langado. E que essa obra usava
o conceito de conjunto de todos os conjuntos que leva a contradigoes.
Era preciso eliminar da teoria dos conjuntos conceitos como esse...

A meta de Russell, de reduzir
a matematica a ldgica; traduziu-se
num programa ou filosofia mate-
matica conhecida como logicismo.
Esse programa foi grandemente de-
senvolvido na obra Principia Ma-
thematica, em trés volumes, publi-
cados respectivamente em 1910,
1912 ¢ 1913, de autoria de Russell e
A.N. Whitehead (1861-1947). Mas
essa tentativa, como outras, de im-
por certos limites a matematica,
apesar de produzir frutos muito po-
sitivos, ficou aquém da expectativa
dos que a empreenderam e mostra
varios pontos passiveis de criticas.
Nas primeiras linhas de Meu pensa-
mento filosofico Russell registrou:
““Quanto aos fundamentos da ma-

Bertrand Russell (1872-1970). tematica, ndo cheguei a parte al-
guma’’.

A dedicacdo de Russell 2 matematica e a filosofia ndo o impediu
de, até o fim de seus dias, engajar-se firmemente nas grandes questoes
sociais de seu tempo. Assim € que, em 1916, foi destituido de sua cate-
dra em Cambridge, considerado traidor da pdtria e preso, por sua ati-
tude pacifista em face da Primeira Guerra Mundial. Alguns anos antes
do fim de sua vida n2o raro aparecia a frente de passeatas pela proscri-
¢do de armas nucleares e contra a Guerra do Vietna.

Em 1940, quando era professor da Universidade da Califdrnia,
o Conselho do City College de Nova Iorque aprovou por unanimidade
a indica¢do do nome de Russell para uma cadeira de seu Departamen-
to de Filosofia. Mas houve uma reacio tio forte de alguns setores da
Igreja que sua nomeac¢do acabou sendo obstada na Justica. A propdsi-
to declarou John Dewey: ‘‘Como americanos ndo nos resta senio en-
rubescer diante dessa mancha em nossa reputacéo de agir com lisura’’.
Isso ndo impediu, contudo, que continuasse a ensinar nos Estados Uni-
dos: a Universidade de Harvard acolheu-o prazerosamente.

Em 1944 voltou a Inglaterra, onde o rei George VI conferiu-lhe
a Ordem do Mérito. Em 1950 foi agraciado com o Prémio Nobel de
Literatura. (Talvez ndo seja demais lembrar que essa ldurea ndo é con-
ferida as areas de matematica e filosofia.)
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APENDICE 1

Equacoes
Irracionais

Equagéo irracional é uma equacdo em que hd incognita sob um ou mais
radicais.

Exemplos

x=2 = P2x +1=2, 3x+2=x+2, y2x+ 1+ J2x—4 = 5.

Para resolvermos uma equacao irracional, devemos transforma-la, eli-
minando os radicais, bastando para tanto elevd-la a poténcias convenientes.
Nao devemos esquecer que este procedimento pode introduzir raizes estranhas
a equacdo proposta inicialmente.

153. Equacdo \ﬁ—(x_) = g(x)

Fagamos o estudo da equagdo irracional do tipo f(x) = g(x).
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
fx) = [eX)I*
As duas equagdes podem ser escritas
X -gx) =0 e fx-[gx]P =0
ou
@ -gx) =0 (1) e (fx)-g®) - (fx) + gx) =0 Q).

E claro 0 que toda raiz da equacdo (1) é raiz da equagao (2) porque,

anulando-se \f(x) — g(x), anular-se-4 o produto (\f(x) — g(x)) (f(x) + &(x)).
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Entretanto, a reciproca ndo ¢ verdadeira, isto é, uma raiz da equacao
(2) pode nao ser raiz da equacdo (1). De fato, uma raiz de (2) anula um dos

fatores, podendo anular \f(x) + g(x) sem anular V?(_xi — g(X).
Para verificarmos se «, raiz da equagéo (2), também é raiz da equacio
(1), podemos proceder de dois modos:

1?) verificando na equacdo proposta, isto €, substituindo x por « em
(1) e notando se aparece uma igualdade verdadeira;

2?) verificando se g(a) > 0.

Mostremos que g(a) 270 =« € raiz de (1):

f(a) = (g@)y = [\ﬂoi) — g(@)] (@) + g@] =0 =
gle) = f(a)

= ou o
gle) = ~f()
Como g(x) > 0, resulta que s6 g(o) = f(a) é verdadeira, isto é, o

é raiz da equacdo g(x) = f(x).

Esquematicamente, temos:

J@) = g0 <= f(x) = [E®P e gx >0

EXERCICIOS

513. Resolva as equagdes, no conjunto dos numeros reais:

a)J2x—3 =35 b) x>+ 5x + 1+ 1=2x

Solucio
a) Niao hé possibilidade de introduzir raizes estranhas ao quadrarmos esta
equacdo, pois:
gx) =5>0,vx€E€R
2x-3=5 = 2x-3=5 — x=14
S:=[14}.

252



EQUACOES IRRACIONAIS

b) Antes de quadrarmos esta equagao € conveniente isolarmos a raiz em

um dos membros. Assim, temos:

X+ +14+1=2x = {2+ 5%x+1=2x—-1 =

= X*+5%+1=2x—1p = X+5x+1=4x2-4x+1 =
= 3x2—9% =0 = x=0 ou X=3

x = 0 ndo é solugdo, pois 0> + 5-0+ 1 +1%2-0

3 ésolugdo, poisy32 +5-3+1 +1=

Para verificar se x = 0 ou x = 3 sdo ou ndo solugdes da equacdo pro-
posta, podemos utilizar o segundo processo, como segue:

g(x) = 2x — 1
g0 = -1 <0 = x =0 nio é solugdo
g(3) =5 >0 => x= 3¢ solucao.

I

X

514. Resolva, em IR, as equagdes irracionais:

515.

516.

517.

a) 27 + 9a + a% + (37la)} = <

3x-2=4 )x+25-x=7
b) 41 —2x = 3 ) x=425 -2 =1
) Vx2—5x + 13 = 3 K2-x-2{x+1=0
d) {22 —7x + 6 = 2 D2 +x-1=2-x
) V3IX2—Tx + 4 =2 m) \9x2 + 2x—3 + 2 = 3x
f)\16+\m 5 nNVx*+2x2-x4+1=1-x
NS +3+x=3 )Nl - - =x-1
h) V5x + 10 = 17 — 4x P)N2X + {62 + 1 =x + 1

Resolva a equagdo \4x + 5 — x = 0, em IR.

Calcule x, sabendo que ele ¢ dado pela expressdo x = 1y2 + xl.

Julgue os seguintes itens.

9+a>3
3 .

b) 2,333, =2 4+ 0,3 % 0,03 ..., = 2%.

¢) A equacdo x + x — 2 = 0 possui duas raizes reais.
d) Se @ é um numero real, entdo lal — la + 1| < 0.

e) Sea, b

5 ” o s .
> 2, ¢, d estdo em progressdo aritmética, entdo
a+b+c+d=—=
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f) Ix— Il (x + I)(x—2) < Oparatodo x € Rtalque -] < x < 2.
g) Se a e b sao numeros reais positivos, entao

! 3

b4_2 —
— & _b +a’b+ab+al,

(b - a)

518. Verifique se existem numeros reais x tais que 2 — x = \x2 — /2.
Justifique a resposta.

519. Resolva as equacgdes, no conjunto dos reais:
) -3 +2=0 b) ¥x + 2x—-1=0

Solucdes

a) Fazendo /x’ = y e x? = y2 temos:
V-3y+2=0 = y=1 ou y=2
mas y = x3 logo:
=] = P¥=1 = x=
JQ:Z = X = X =
S = {1, ¥4).

A
Ny

b) Fazendo ﬁ; = e \1} = y?, temos:

2y2+y—1=0=>y=% ou y=-1

Agora calculemos x:
y=-1 = {x=-1 = x€¢ R

LD e il e

2 2 16

1

s- (4
520. Resolva as equagdes, em IR:

Q) X—5\x+6=0 f) 3+ \x* =8 =0
b) 9x + 12,x—5 =0 g ix—\x+2=0
)6x +7yx+2=0 h) Jx=4x—-6 =10
dy x=2yx=2 =40 i)3x—-2x—-1=0
xX-6x*+5=0 )R -8x*—-1=20
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522.

523.

524.

EQUACOES IRRACIONAIS

Resolva, em IR, a equagio:

2 +3x+6-3x=x>+ 4

Solucao

A equacgdo proposta é equivalente a
X+3x+4—-Vx2+3x+6=0 = x*+3x+6—(x*+3x+6—-2=0.
Fazendo yx2 + 3x + 6 = y, temos:

Y=y =D = Qr=pry =2rou y = -1

y = —1 ndo convém, pois y = \x? + 3x + 6 > 0.

Para y = 2, temos:

VX2+3x+6=2 = xX*+3x+6=22 = x*+3x+2=0 =
= x=-2 ou x = —1

Sh= =2, =1

Resolva as equagdes, em IR:

a) 3+ 5x+4 =232+ 5x + 7 d) x2+ 4\ x2—2x—6 = 2x + 3
b) X2+ {xX2—dx—1=4dx +7 €) 3x2—4x + {3x2—4x—6 = 18
c) xX*—x+ 3 =5Jx2—x—3

Resolva, em IR, a equagdo:

Resolva, em IR, a equacio:

\2X+1+\2X_4=5

Solucio

Antes de elevarmos ao quadrado, devemos transpor uma das raizes para
0 outro membro. Assim, temos: .

2x + 1+ {2x-4=5 = 2x+1=5-2x-4

= (2x+1P2=(5-{2x—42 = 2x+1=25-102x—4 + 2x—4 =
= 10{2x-4=20 = (2x—4=2 = 2x—4=22 = x=4

x = 4 é solugdo, pois:

2-4+1+2.4-4=5

S = {4.
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525.

526.

527.

528.

529.

256

Resolva, em IR, as equacoes:
a) v36 + X = 2 + {x
b)vx + 1 +yx—1=1

c)\x+1—VFxA—_I:l

Resolva, em IR, as equagdes:
A)x+1={x+1

b) v2x—3 + J4x + 1 = 4
Odx +1—-yx—-2=3
d) V2x + 2—yx—1=2

Il

Resolva, em IR, as equagdes:

a) VX + 10— {x + 3 = J4x — 23
D) VX + 4+ 2{x + 1 = yx + 20
c) JX + 5 = J4x + 9—\‘;(
Resolva, em IR, a equacdo:

d)Jx-9-,x—18 = 1
e Jx—2-Jx—14 =

f) vx—4 + Jx + 24 = 14

e)\x+1_—l=£(—\x+8

f) \";_'\J/X_ \T_x = 1]

DVl +x+xX2+yl-x+x2=4

d)vx+6+Vx+1=.7x +4

€e) vd4x —3a— X + 6a = {x — 3a

NX—2 +Jx—=T7=Jx + 5 + Jx = 10.

Solucio

VX=24x—-7T=yx+5+{x—-10 =

RN

»

= 11 é solucdo, pois

(x—2+{x-72=({x+5+x-107 =
x—2+x-T+2{x2—9x + 14 =x+ 5 + x—10 + 2/x>—5x—50 =
W —9x + 14 =4 4+ 2/~ 5x— 50 =

V2 —9x + 14 =2+ (x2-5x— 50 —

60 —4x = 4x2 —5x— 50 = 15—x = X2 —5x— 50 —
225—30x + x* = xX2—5x— 50 = -25x = 275 = x = 11

S = {11.

Resolva, em IR, as equagdes:

a) y2x + 3 + 3x +2—-V2x + 5

Jil=24+J11-7=J11+5 +{11-10

J3x

b) Vx + 6 + yx—10 = yx + 17 + \x— 15

c)\:’x—1+\fx+2=\‘x+34—\;x+7

d) v8x + 1=y2x—2 =7x + 4—3x— 5



EQUACOES IRRACIONAIS

530. Resolva, em IR, as equacdes:

Gr+ @ b=——10
Vx2 + 16
W) 5 B
\X+2
OVs +x+{5-x= 12
\5+X

e Vx—1+V2x—2=2

531. Resolva, em IR, a equagdo:
2 2
X + 2 —x? X—+2—x2

Solucdo

Multiplicando os termos da primeira fra¢do por x — 2 — x? e os da se-

e

gunda por x + +2 — x?, temos:
2x—+2—x?) = W (2% :

-2 2x7 - 2 e
S g 2
e xxzvilx x-;z\flx o e Bl Al o

= x}-3x=0 => x(x>-3)=0 = x=0 ou x=43 ou x=—3
X = \E ou x = — 3 ndo sdo solugdes, pois devemos ter 2 — x? > 0 para

que seja real a expressdo 2 — x2. Somente x = 0 é solucdo e isso pode
ser verificado facilmente, substituindo x por zero na equacao proposta.

S =70

532. Resolva, em IR, as equagdes:

2) L / = 267 + 1)
\/x+v‘x2—1 Jx—=x2 =1
1 1 3
b) - p——=

1-J1—-x 1 +4J1—-x

3 -0 -
X + 43 N X—+~3 iy -

<)

X + \;[x + 43 VX —X — 43
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533.

534.

535.

536.

537.

538.

539.

540.

258

Resolva as equagdes abaixo, em IR:

a) : + 4 -

3+ x+43-x 3 +x-y3-x

b)JX‘{'\FX_\/X_\[; —;1‘\/—)(:

X + X
1+ x—42x+ %2 42 +x + X
1+ x 4+ 42x + x2 V2 4+ x =X

Sendo @ e b nimeros reais, resolva a equacao:

«j’a—x+\‘rb—x=xa+b—2x

Sendo @ € IR*, resolva a equacio:
) 5a*
2x+2\,a2+x2=‘:
N az + X2
Sendo @ e b numeros reais ndo negativos, resolva e discuta a equagio:

VX + a=+Jx + b

Sabendo que @ e b sdo numeros reais e positivos, resolva as equagdes:

— = ‘
va + X +Ja—x Ja + x + Ja—x b
a) — = Jb c) : — = —
Ja+ x—4Ja—x va+ x—Ja—x a

b)m_ 2
b+fx-a Vb

Sendo a e b niimeros reais nao nulos, resolva a equacao:

vaZ + xJb? + x2—a?=x—a

Trabalhando no conjunto dos nimeros reais, resolva a equacdoyx — I = a — X,
determinando ao mesmo tempo os valores de ¢ para que a equacio tenha efetiva-
mente solucdo. Encontre a férmula que da a solugdo em termos do pardmetro
a e explique por que essa férmula (e ndo outra) é a solugdo. Faca os gréficos
das fungdes y = \x — 1 e y = a — x e interprete a solugdo da equacdo dada
em termos desses graficos.

Resolva os sistemas de equagdes, em IR X IR:

xy = 36 X y 5
b, = | 2+ | L ==
a){\f'l’\y:S; C)\y Y x 2
by (VXY = 2{xy sl
) lx +y =20 d)(x+y—\xy=7
(%2 + y? + xy = 133
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541. Resolva os sistemas de equagdes, em IR X IR:

)[5\x2—3y—1 +x + 6y = 19
3Vx2=3y—1=1+ 2yx + 6y

" {\x+y+\5<—+4y=4+\2

VX + 2y —N2x + 2y = 22— 2

154. Equacdo 3f(x) = g(x)

Facamos agora o estudo da equacdo do tipo {f(x) = g(x).
Vamos mostrar que ao elevarmos esta equagao ao cubo nao introduzi-
mos raizes estranhas, isto €, obtemos uma equacéo equivalente.

I = g0 < f(x) = [s®P
De fato, considerando estas duas equagdes, temos:
) = ) e fx) = [gP

i —gx) =0(1) e fx) - [g®P =0 (.
Observemos em (2) que:
fx) - [g@P = JfE) — g1 - [FT@P + gx) - ) + @x)] = 0.
Como o fator ({/@)2 + g(x) - % + (g(x))* é sempre positivo, pois

3. [P
4 s

ou

2

resulta que o fator 3 f(x) — g((x)) é nulo e a equagdo (2) tem sempre as mes-
mas solugdes da equacdo (1), isto €, (1) e (2) sdo equivalentes.

/ey + g - ) + (@ = [ﬁ?x) + £ ] ¥

EXERCICIOS

542. Resolva, em IR, as equacdes:
a)dzx+1=3

b) 34x2 + 9x + 1 = x + 1
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Solucio

DIx+1=3 = Z+1=3"="x=13
8 = {13},

D) P + X+ 1l=x+1 = 42+ 9% +1=@x+ 1} =
= 4x2+9%x+1=x3+32+3x+1 = xX*—x2-6x=0 =
= X(xX2—%x—-6)=0 = x=0 ou x=3 ou x=—2
S =10, 3, -2

543. Resolva, em IR, as equagdes:

a) B3x—-5=1 f) Ix2—8x + 40 = 3
b) ax + 1 =2 g ix+1=2x+1
) I2x + 5=-3 h) ¥#3x—-1=2x-1
dIxx-x-4=2 i)¥2x2 + 3x—1=2x-1

e) B -Tx—5 =1 j) ¥8 + 15x —5x2 —3x3 = x + 2

544. Resolva a equacdo 2x* — 3Yx? — 20 = 0 no conjunto dos reais.

545. Resolva a equacdo 3x + 49 —{x — 49 = 2, para x real.

Solucao

Ix+49-1x-49=2 = Ix+49=2+¥x-49 — (@x+49°=
=Q+3x-497 = x+49=8+121x-49 + 6(x—49)> + x—49 —
= 6@x—497 +123x-49-90=0 = @Fx—49)? + 23x—49-15 = 0.
Fazendo Jx — 49 = ¥, temos:

2 +2y—15=0 = y=3 ou y=—5,masy={-"x—7;entio:
x—49=3 = x—-49=3 = x=176

Ix—49 = -5 — x—-49 = (-5 = x = -76

S = (76, —76).

546. Resolva a equagdoix + I —Jx—6 = 1, em R.

547. Se o nimero x é solugdo da equacio Ix + 9—§x—9 = 3, determine o valor de x2.

548. Resolva a equacgio Q/x -1+ %’x =2 = {/Zx -3, em IR.
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549. Resolva a equagdo 2 —x = I — {x — I, para x real.

550. Resolva a equacdo ix + / + {x — I = 5x, no conjunto IR.

Solu¢io

Para resolvermos esta equagdo vamos utilizar a identidade
(A + B)}) = A* + B® + 3AB(A + B).
Fazendo A = Jx + 1, B = Jx—1 e A+B-= &, temos:
@sxp = @x+ 1P+ @x—1 + 3x + 1-¥x—1-5x =
= x+1+x-1+3 53— 5x=5x = I5x’—5x=x = 5*-5x=x3 =

= 4x3-5x=0 = x(@x*—5)=0 = x=0 ou x=-

s={o RER _Iﬁ.}.

2 2

551. Resolva, em IR, as equagdes:
a) Ix + 2 + x -2 = {11x
b)Ix + 1-¥x-1=¥x2-1

Yt +x+P1-Jx=75

552. Resolva, em IRXIR, o sistema de equacdes:
[x +y=72

x+3y =6



APENDICE II

Inequacoes
Irracionais

155. Inequacdo irracional é uma inequacio em que hd incégnita sob um ou
mais radicais.

Exemplos
X+2>3,2-3x+4>xx+1+{x—3>2.

Observemos inicialmente que, se @ € b s30 numeros reais nao negativos,
entao:

a>b < a®>b?
a<b < aZ<b?

Assim, por exemplo, sdo verdadeiras as implicagoes

2<5 = 4<25

4<9 = 2<3
mas sao falsas as implicacdes

-3<-2 = 9<4

2>-5 = 4>25

2>-3 = 4>9
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- 156. Teorema

Se f(x) = 0 e g(x) > 0 em um conjunto de valores x pertencentes a
A C IR, entdo sdo equivalentes as inequagdes f(x) > g(x) e

[f())? > [g(x0)]°.

Demonstracdo

Seja S, o conjunto das solugdes da inequagdo f(x) > g(x) e S, o con-
junto das solug¢des da inequagdo [ f(x)]? > [g(x)]? isto é,

S, = x € Alfx) > g(x)}

S, = x € AP > [gX)]3.

Para provarmos que as inequagdes f(x) > g(x) e [f(x))? > [g(x)]? sdo
equivalentes, basta provarmos que S, = S,.

De fato, para todo « de S,, temos:
fla) — gla) > 0

e
fla) + gla) > 0
= [f(@)—g(@)]-[f(a) + g@)] >0 = [f()P~[g(@)]*>0 =
= [f@)) > [g@)] = o« €S,
Acabamos de provar que S; C S,; provemos agora que S, C S,.
Para todo « de S,, temos:
a €S, = [{(a)) > [g(@)) = [f(@))P—-[gx)>0=
= [f(e) + g(x)] - [f(@) — g(e)] > 0 e

€
da€EA=fa)>0eg@>0=fa)+ g0

= f(a) —gle) >0 = f(a) > gla) = @ € S,.

€S CA = f(o) >gla) >0 =

€S, CA =

Vejamos agora processos para resolvermos alguns tipos de inequagdes
irracionais.

157. Inequacdo irracional Jf(x) < g(x)

O processo para resolvermos esta inequagao é:
19) Estabelecemos o dominio de validade, isto é,
fx) >0 e gx) >0 D
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29) Quadramos a inequagdo proposta e resolvemos
f(x) < [g®P an
As condicdes (I) e (II) podem ser agrupadas da seguinte forma:
0 < fx) < [gF e gx) > 0.

Esquematicamente, temos:

i) < gx) < 0 < f(x) < [g0F e gx) > 0

Analogamente, podemos estabelecer para a inequacio \f(x) < g(x):

Vx) < g0 = 0<f® < [ERF e gx) =0

EXERCICIOS

553. Resolva, em IR, as inequacdes irracionais:

a) Vx2—3x < 2 b) V2% + 5 < x + 1
Solucio
=320
a) {x2—-3x <2 = 0<x2-3%x<4 = e
x4 = 3% < 4
-3 20 x<0 ouw x >3 0
= e - €
#2=3x=-4<0 = X <& (48]
0 3
(0] > X
-1 4
(I1) _
-1 0 3 4
D N 11 S

S=KERI-I<%x<€0 ou FLx< 48
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b)V2x +5<x+1 = e

x+120 x+1>0 x=—1 @
€ € €
= {2x+5>0 L T e x;—~% ai
€ € €
22X+ 5<(x+ 1)? x2—4>0 Xx<—2 ou x>2 (1)
(0] —F —>
@ 2 ¥
=2 2
@i > x
2
M N an N q %

S=x€e€RIx>2.

Resolva as inequagdes, no conjunto dos numeros reais:
a) \3x—2 <2

b) \2x + 5 <3

Q) \xP-x-2<2

d) 3x* -5x + 2 <2

)2 +x+3<1

Resolva, em IR, as inequacdes:

a) v4 - 3x < x f) 2x2—x—-6 € x

b)Vx +5<x—1 g vx2—3x + 3<2x—1
V2x +9<x-3 h) \2x2—5x— 3 < x + 3
d)x +3<x+ 1 i) 1+ Vx2=3x + 2 < 2x

e)vx +1<3—x

Resolva, em IR, a desigualdade:

1-3x > 42 + x2—3x
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158. Inequacdo irracional {f(x) > g(x)

O processo para resolugao desta inequagao consiste em duas partes, que

17 parte
egx) <0 e f(x)>0

pois, sendo g(x) < 0 e f(x) > 0, a inequagao \f(ix) > g(x) esta satisfeita.

272 parte
a) Estabelecemos o dominio de validade da inequagdo, isto é:
fx) 20 e gx >0 D
b) Quadramos a inequa¢do proposta recaindo em:
fx) > [gx)]? (I1)
As condicoes (I) e (II) podem ser agrupadas da seguinte forma:
fx) > [gx)]* e gx) = 0.
Esquematicamente, temos:

(X)) =>"0"c gx)y < 0
ou
fx) > [eX)]* e gx) =0

Jix) > gx) =

Analogamente, para a inequa¢ao \ECS > g(x), temos:

i) =0 ¢ gx) <0
ou
fx) > [e®)P e gx) >0

) > gx) =

EXERCICIOS

557. Resolva, em IR, as inequacdes:
a) 3x—5 2 b) 32 —Tx + 2 > —4 & 42x=15x=2
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Solu¢io

A N3Xx—522-= B=522 = x2=23
S =xEIR|x.> 3.

b) 32-Tx+2>-4 = 3x*-Tx+2>0 = x<%ou x> 2

S = x€|RIx<% ou x>2}.

(2x—120ex—2<0 (D)
ou

c)\ix——1>x—2 ==
(2x—1>(x—2)1 e x—2.23 0 (1)

Resolvendo (I), temos:

2%—1320 x>+ am
- 2
e e
Xx=2< 0 X< 2 (IVv)
1
2
(I1I) » X
2
(IV) - > X
T 2
(I11) N (IV) > X
1
S; = [XEIR|7<X<2}.
Resolvendo (II), temos:
2x =1 < (x =20 x*—6x +5<0 I<x<5 V)
€ = e —_ e
x—i2=0 X —2.2>0 x2>2 (VD
V) 1 3 - x
(VD) - -x
5
V) N (V) 5 - &

S = kER| 2L %< 5
A solucdo da inequacdo proposta é dada por:

§ .= 8 UG - XEIRI—;—<X<5.
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558. Resolva as inequagdes, no conjunto dos numeros reais:

a)\2x + 3> 5 VX —-2x+73>3
b) 3x + 7> 1 f) J4 —19x — 5x > —3
c) vd4x —3 > 2 g N5+ 5x—-2x2>3

d) 4x2—13x + 7 > 2

559. Resolva as inequacdes, em IR:

a) 3x—2 > x f)vx2 +4x—-4>2x-2
b) V6 —x > x g VTx—1>x+ 2
V2x+3>1-x h) V42 =5x + 2 > x—2
d) J6x2 + x—1>2x + 1 )2 +x-x2>x-4
)2 —6X +5>x—2 PDV2 +3x—282>x-2

560. Resolva, em IR, a inequacio:

Solucio

Para resolvermos esta inequacdo, devemos multiplicar ambos os membros
por x, ndo esquecendo que, dependendo do sinal de x, o sentido da desi-
gualdade serd mantido ou invertido.

1? possibilidade: x > 0 (I)

V3;x<2=\f3—x<2x=0<3~x<4x3=
3—-x20 3—-x>0 x <3 (I1)
e e e
> = e 3
3—x <4x2 4x2+x-3>0 x< -1 oux;z (I1D)
0
(0] > X
(I1 :
) > — X
_1 s~
am . -
T 3
0 N 11 N J1) > X
s, = xEIRI—i’—sx<3I.
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22 possibilidade: x < 0 (Iv)

V3—-x (2x<0)

€2 JB-x3m=BS0, 3-3x>0 = x<3 V)
avy ; -

) : .
avy n v o =y

S, =€ Rlx< 0
A solucdo da inequacao proposta é dada por:

S=8,US;=x€ERIx<0 ou %sxs_’».

Resolva as inequagdes, em IR:

5x + 3 - 2
a)%_<\‘2 C)%?l
24 — 2x — x2 J-x2 + 7x— 6

b)f<1 d)

159. Inequacdo irracional {f(x) > \f@

O processo de resolugdo desta inequacao €:
1?) Estabelecemos o dominio de validade da inequagdo, isto ¢,

fx) 20 e gx20 (I

2?) Quadramos a inequag¢@o proposta recaindo em
fx) > gx) (D)

As condicdes (I) e (IT) podem ser agrupadas da seguinte forma
f(x) > g(x) = 0.

Esquematicamente, temos:

) > Jgx) = f®) > gx) >0
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De modo andlogo, para a inequacao

V(X) > g(x), temos:

) 2 g0 = f(x) > gx) >0

EXERCICIOS

562. Resolva, em IR, a inequacdo:

563.

270

22 —x—-1>x—4x + 3

Solucao

V232 —x—1>{x2—4x+3 = 2x>—x—1>x*—4x+3>0 =

22 —x=1>x2—4x + 3 ¥ +3%x—4>0
= e — e
x2—4x +320 x—4x 4+ 320
X< =4 on x>1 (¢))
= e
x<J ow >3 (IT)
= 1
M ? 5 > x
3
a1 ! 5
—4 3
(I) N 1) — X

S = x € R [&<"=4Fou* ¥ =731

Resolva as inequagdes, em IR:
a) \3x—2 > 2x — 3 € \2x2— 10x + 8 > \x> — 6x + 7
f) v—x2+ 5x—6 < y4x% + 12x + 11

b) VS —x < \2x + 7
€) \2x2 —5x—3 < {8 + 1 g V2-3x—-x2>xX*—-5x + 4
d) vx2—=7x + 17 > 8 + 2x — x* h) yx2—2x + 2 < \2x2—x + 4
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564. Resolva, no conjunto dos reais, as inequagoes:

a)\4—\1—x>\ZTx )Nl —x << 5+ x

b)\2—\3 +x—4+x<0 d) ix + 8 < x +2

565. Resolva, em IR, a inequacdo:

XA+ 1<2+.x—4

Solucao

Estabelecemos inicialmente o dominio de validade da inequacao
x+1>0
e = x >4 (D
x—4=20

Notemos que, para os valores de x satisfazendo (I), ambos os membros da
inequag¢ao proposta sao positivos, entdao podemos quadra-la sem preocu-
pacoes.

X+1<2+Vx—4 = x+1<4+x-4+4x—4 = 1<4/x—4 =

=y A N § 65
= X 4>4=>x 4,>16=>x>16 (I1)
A solu¢do da inequagdo proposta €:
y 4
@ 3 > X
16
(IT) G3 > X
M N {0 L - x
( 65 )
=Ix € IR SiE—tu
S lx | x 16 )
566. Resolva as inequacdes, para x real:
)X +5<1+x-2 c)\Eix—\?+1>%
b) \x—1—\x—4<3 d) X2 +3x+2< 1+ x2—x+1

567. Resolva, em IR, a inequacao:

\X+6—\;ﬁ >\72X_5

568. Resolva, em IR, a inequagéo:ﬁ

X +x2—10x + 9 > \“x F2x2—10x + 9
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Respostas
dos
Exercicios

Capitulo |

1. Sdo proposigdes: a, b, ¢, d, e, f, g.
Sido verdadeiras: a, ¢, d, e, g.

o

La)3-7#21 (F)

b) 311 -7 =5 (F)
3-2+1<4 (F
d5-7-2>5-6 (V)

> (4 o

H221 W

g) (49 <7 V)
h) 3/(7 W)

3.a)V ey VvV
bV f) F
Vv g) F
d) F

4.a V e) F
b) V £ F
c)V gV
d Vv

5.a) F e) F
b) V fyv
c)V g) V
d Vv h) Vv

6.0 (V); q (V); r (F); s (F)

272

g.2) (Ix) K —5x+4 = 0)

b) (va)((a + ) (a—1) = a2-1)
y Y, ¥

c) (Iy) (T-*-T#T)

d) (vm) (fm®> + 9 # m +3)

€) (¥x) (—(-x) = x)

f) (3a) Sa + 4 < 11)

9 (3 (& = %)
h) (3a) (az"a = a—l)
a

9 a)ymdc(2,3)#1 emmc(2,3) =6

3 6
—F — 40 =6 %35

b) 3 0 é 3
3

c)7<lou—3<—7

d2=4ed#2

) (32 =9e+9=-3

f)2>5e3 >3

2 (Fx) (x >2e3 < 3

h) (%) (Vx = 0)

i) Existe um n\imero inteiro primo e par.

j) Existe um tridngulo isdsceles e ndo equi-
latero.

k) Todo losango ¢ quadrado.

1) Todo numero tem raiz quadrada diferen-
te de zero.

m) Existe um tridngulo equiangulo e ndo equi-
latero.




10.

a)F d)F o) F DV mF
b) F e) F h)y v k) F
v 0F i)V 1) F

Capitulo 11

13.

16.

19.

20.

.a) VvV

4 9,76, —3; 0, 3: 6: 19
b) {1, 2, 3, +6, +7, £14, £21, +42}
¢) 0]
I L 2 2
) == —i =
121" 2
e) |Cuiaba, Campo Grande, Goiania|
= [xIx é divisor de 6]
= [x|x é multiplo inteiro e negativo de 10|

A

B

C = [x | x é quadrado de um inteiro|
D = [x | x é satélite natural da Terra]j
D

=3
B=g
todas
a) Vv ¢} F e) F gV i) Vv
WF dF fHV WV {F

. L) = (2, (4], b, i, d, @ b, fa d,

{a, dj, (b, ¢}, [b, d}, {c, d], [a, b, ¢}, {a, b, d],
@, ¢, dj, {b, ¢, d}, A}

CAUB=(a,b,c,d,AUC=fab,c,e),

BUC={c,d, e, AUBUC ={a,b,c,d,e]

b)F ¢oF dV eV )V

33.

34.

36.

317.

38.

40.

41.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

circulo de centro 0 e raio 2r

plano «

.ANB={,cd, ANC=(d
(
{

BNC=lfeel,ANBNEC= [c
.aV bF ¢F dV ¢V )V
-aL DR ¢Q dQ ¢Q fHP
X = {a,c, €

C=1056709,10

.4:0,2,(1,2,3,(1,2,4, {1, 2,3, 4

. 9%

2

a) |a, b d) (a, b}

b) [e, f, g e) (a, b, ¢

c) (b} f) [a,c e f, g
a) V b) V o) F d v
X =(1,3,5)

a) u
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b)

c)

d)

€)

f)

274

44.

46.

a) vV b) V c) F
F=1(61,8

A = (6, -1 D=
B = [e,x,r1,c,i, 0] E=
C = (3, -3, 5

a, b, d,f

64

Naupuc = Na T Ng+ 0 —nynqp
~ Ncaa T Mansnc

n(A N B) =8

332e83

PPUQ

a) 8 b) 1 c) 7 d) 3
n(A) = 4;n(B) = 4

a) 500 b) 61 c) 257

A=I[paqrs,t

B [r, s, X, 2]

1l

C=1[stuv,x
a) 560 b) 280
40%

a) [a, b, e f, g

e) “
‘

{2,3,4,5]

~ Dgnc

e) 12

d) 84



61.

®

Capitulo III

67.

68.

69.

70.

2
< — < =
3

. n(H) = 14
CnX) = 22
B = N*

.a,c¢dgh,i

L D(6) = (F1, £2, +3, +6)

D(-18) = (1, +2, +3, +6, £9, +18)
D(-24) N D(16) = (*1, 2, 4, +8]
M) = [0, £4, £8, £12, ..

M(10) = [0, 10, £20, £30, ...}

M(=9) N M(6) = [0, £18, +36, +54, ...]

12,0, -1, -4 ¢ 49

a) Nao, pois I € D(a) N D(b).

b) m é um méaximo divisor comum de a e b:

mdc(a, b) = tm.

c) a e b sao primos entre si: mdc(a, b) = £ 1.

d) Quando @ ¢ muiltiplo de b.
e) Quando @ e b sdo primos entre si.

f) n ¢ um minimo muiltiplo comum de a e b:

mmc(a, b) = En.

a) *1 d) +6
b) 2 e) +12
0 2 f) +42

a,b,c,d, e f h k¢

2 4 8 32 271 602

"5°9°725 99’5 111

11 15 18 47
€8 s e
1 16 19 = 48 b

74.

75.

76.

']
=]

78.

79.

80.

88.

89.

92

92.

94.

96.

97

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

S5
-2 -1 (o] 1 2 2
+—rt 1 — T >
=8l Ll (2 R
2 2 3 3 3
a) 1 b) 2
0,025
o 127
77. « € racional, a = 1,4111... = ——
90
17 000 dolares
20%
a,b,c f,gh,i
1
1 2
0 3
[0] 2
-1 0 3
0 —i

3] =x€ERI-1&Ex< 3]
0,2 =x€R|0<Kx<2
-3, 4 =xE€ER|-3<x<4
-®,5{=xER|x <3
(L+eo[xER|x > 1

a) [1, 2] d) [0, 2]
b) ]1, 2] o) [-1, 2[
4 ]o, %[ 1,2

3. a) -1, 4) o -1, 5)
b) -2, 5[ ) [— 3 o]

Cx=[0,1] U 3, 5

5. x€ER|-1<x<5)

[O, 2}

¥

275
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Capitulo IV

117. A@4,2), B(—4, 6), C(=5, -3), D(4, -5), E(0, 4),
F(=3, 0), G(0, —6), H(5, 0), 1(0, 0)

118. ]

c I |
| l

119 a) AxB = {(1,-2), (1, 1), 3, -2, G, 1),

@, -2), 4, 1)

b) BxA ={(-2,1),(-2,3), (-2, 4, (1, 1),
(1, 3), (1, )}

¢) AxC = (1, -D), (1, 0), (1, 2), G, -1,
(3,0),(3,2), @4 -1, (4,0), @ 2)

d) CxA = {(-1, 1), (-1, 3), (-1, 4), (O, D),
0, 3), (0,4, 2, 1), 2, 3), 2, 9]

e) B? = (-2, -2), (-2, 1), (1, -2), (1, 1))

C? = (-1, =1, (-1, 0), (=1, 2), (0, -1),

0,0, 0,2, 2, -1), (2,0, (2, 2)}

) P

b)

276

<)

d)

€)

f)

120. a)

|




b)

c)

d)

€)

f)

121.

122.

124,

126.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

a) 4y

-

b)

c)

A ) S i 1§

A X A esta contido em todos os nove.

A x B estd contido em A x B, A xC, B x B,
BxC,CxCeCxB.

A xC esta contido em BxC e CxC.

Bx A estd contido em BxA, BxB, BxC,
CxA, CxBeCxC.

C x A estd contidoem Cx A, CxBeCxC.

B x B esta contidoem BxB, BxC,CxBe

CxC.

B x C esta contido em BXC, CxC e CxB.

C x B estd contido em CxBe C x C.

C x C estd contido em C x C.

A = (-2, -2), (=2, 0), (-2, 1), (-2, 3),
0, -2), (0, 0), (0, 1), (0, 3), (1, -2),
(1, 0, (1, 1), (1, 3), 3, -2), 3, 0),
G, 1, G, 2)

- AxB = [(-1, -1, (-1, 0), (-1, 2), (-1, 3),

0,-1), (0, 0), (0, 2), (0, 5), 2, -1),
(2.0, (@2, 2, 2,95}

n(F x G) = 12
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T=((-2-2,(22),(L-D, (L1,
(1, =1, 4, 1), 2, -2), (2, 2)]

ol |
T

128. n(D)

I

3

129. a) R = {(=2, 4), (-1, 3), (0, 2), (1, 1)}

a ]

- d) V = ((-1, 4), (0, 3), (0, 4), (1, 2), (1, 3),
‘ 1,4, 2, 1, 2,2, 23), 2,49

b) S =1(2,4),2,4, LD, 311

278



e) W = ((=2,-3), (-2, -1), (-1,-2), 0, - 1),
0, 1),1,2), 21,2, 3)]

¥

T 1]
130. R = [(2,2),(2,4),(2,6), (4, 2), (4,6), (6, 2),
6, 4)
)
i x
131.
1 #

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

132.

Y ]
‘
T [
-
-
4
T
L |-—g~8-3-2- 4 9 .
1 I | |
21 + -
| | | | J
i | 1
4 ; ] []
[ o d |1 T |
| & T T
1 : 1] ‘
1 [ 1 [T T T 1]

133. a) D = (1,2}eIm = {1, 3, 4}
b)D = (-2,-1,3,2)elm = (-7, 4, 1]
D=1(21>5elm= (1, -3, 2]

d)D={1+42,1-y3]elm = (2, 1
3 1

5
ey D= 3,2,2}e1m—[2, l,O}

134. a) D(R) = {(-2,-1,0,1}eIm (R) = (1,2, 3,4}
b) DES) = (-2, -1, 1, 2] e Im (S) = (1, 4]
¢ D(T) = -2, -1, 1, 2}
e Im(T) = =2, =1, 1,2}
d) D(V) = [-1,0,1,2] eIm (V) = (1,2, 3, 4]
e) D(W) = {-2,-1,0,1,2] e
Im (W) = (-3, =2, -1, 1, 2, 3

135. a) R = [(0, 0), (1, —1), (1, 1), (4, —2), 4, 2)}
b) DRR) = {0, 1,4} e
Im R) = {(-2,-1,0, 1, 2]
<)

v

=Y ]

136. D; = x E R |x=-2 ¢ x# 12|

279
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137. a)

b)

138. a)

2 )
< B
v A [
1 |
|
l
|
1
|
; e
|
|
ODR) =xER|2<x<6e
mE®R =yER|1<y<3]
v A
R

280

b) Dg = [-2,-1,0,1,2,3,4,5 = Dg
Img = {~2,-1,0, 1, 2, 3} = Img
ORNS =g
139. a) R™' = (2, 1), (1, 3), (3, 2)}
b) R™' = (=1, 1), (=1, 2), (-1, 3), (1, =2)}
o R = [(-2,-3), 3, 1), (-3, -2), (1, 3)}
140. ) R = R™' = ((0, 8), (1, 7), (2, 6), (3, 5),

4, 4, 5,3), 6,2, 0,1,
(8, 0)

b) R = (0, 5), (2, 4, 4, 3), (6, 2), 8, 1),
(10, 0)}

R™ = ((5,0), (4,2, (3,4, 2 6),(,8),

(0, 10)]

¢) R = [(0, 10), (1, 5), (2, 2), 3, 1), (4, 2),
5, 5), (6, 10)]

R = ((10,0), 5, 1), (2, 2), (1, 3), (2, 4),

(5, 5), (10, 6)}

d) R =(0,1),(1,2), 24, 3,8)]
R™ = (1,0, 2, 1), 4 2), G, 3)]

141. a)
a3

b)




c)

’ T 143
/

144

d)

4
}i =
= 145
i ] 146.
147.
x

148,

Capitulo V

142. a) Nao define fun¢do de A em B, pois o ele-
mento 2 € A ndo estd associado a nenhum
elemento de B.

b) Nao define fungdo de A em B, pois o ele-
mento / € A estd associado a dois elemen-
tos de B.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

ced) Define fun¢do de A em B, pois todo ele-
mento de A estd associado a um tnico ele-
mento de B.

. Somente d), pois o conjunto de partida é

A = [0, 1, 2] e o conjunto de chegada é
B=(-1012].

. a) E fungdo.

b) Nao é funcdo de IR em IR, pois qualquer re-
ta vertical conduzida pelos pontos (x, 0),
com x > 0, encontra o gréfico da relagao
em dois pontos.

c) Nao ¢é fung¢do de IR em IR, pois qualquer re-
ta vertical conduzida pelos pontos (x, 0),
com —/ < x < I, ndo encontra o grafico
da relagdo.

d) E fungido.

e) E funcio.

f) Nao é funcdo de IR em IR, pois a reta verti-
cal conduzida pelo ponto (3, 0) encontra o
gréfico da relagdo em mais que dois pontos
e as retas verticais conduzidas pelos pontos
(x, 0), com x # 3, ndo encontram o grafico
da relagdo.

149,

.a)f: R—>R chR—R
XF> =x x—~x -1

b)g: R— R d k:R—R
x = x3 L)

a) :Q - Q ¢c)h: R* = R
X = =x+ ] 1

X = —

b) g: Z—~Q .
b Lot

a) f(2) = 4

b) f(=3) = —11

c) f(0) = -2

f) f (%) ndo tem significado, pois % ¢ Z.

a) f2) = 2
b) f(-1) = 8

f2) = 17

281
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150. a) f(3) = 1

b)f(—%) =1
9 f{2) = 1+2
d f(J4) = 1

o f3-1) =13

f) f(0,75) = 1
152. x = —4
153. x =2o0ux =3
155. f(0) = O param # 0
156. 32

158. a) D(f) = {0, 1,2} e Im (f) = {1, 0, 1]
b) D(g) = (1,0, 1,2} e Im (g) = (1, 2}
¢) D(h) = [-1,0, 1} e Im (h) = [-2]

d) DK) = (2,0, 1,2} e Im (k) = (~2,-1,0,2}

159. a) Im = (-2, 0, 2}
Dim=yER|2<y<2
c)Im=[yER|y=1ouy > 2]
d) Im = R
e)Im=[(yER|O

y

y<2ouy > 4
fIm=[(yER| 1

160. a) D = {-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3] e
Im = (1, 2,3, 4, 5}

b)D=xxER|-2<x<3e

Im={yER|-3<y<2
c)D=xxER|-2<x<4e
Im=fyER|I<y<S]
dD=KxxER|-3<x<5e
Im=yER|1<y<3
e)D=xKER|-4<x<4e
m=fyER|3<y<S
f) D=KER|-3<x<4]e
Im = {-3,-2,-1,0, 1, 2,3}
161. a) D(f) = R

b) D(g) = R — (-2}

¢) D) = R- 2, -2

dDp) = xER|x>1

e) D@ =xER|x > -1
f)Dr) = x ERIx > —2ex # 2
g) D(s) R

282

162.
163.

164.

165.

166.

167.

168.

h) D@ = R - {— %]
i) D) = R-(3)

Il

yER|y>2
2, 6]

Todas sao iguais, pois sdo todas fungdes de IR
em R e associam cada nimero real ao seu cubo.

Nao sdo iguais, pois para x < 0 temos x2#x.
Somente serdo iguais se forem fungdes de 4 em

IR, em que A é qualquer subconjunto de
xER|x>1).

e

G " s x4l Nx + 1

S&o iguais, pois = = —— para
X=X i —x

=l€x<0oux> 1.

Nao sdo iguais, pois ndo tém o mesmo dominio.

Capitulo VI

169.

a) v ﬁ\
0, 2)
X
b,
) - {‘
©,+2)
X
c)
vA
X
(0, =3




d)

170.

171.

172. a)

(0, 0) :
yRv[- 3y <lax| o
/1 1
1 1/
I/ 1/
/////‘ 2]
L~
7 '
Pl
LAY 1
J
/
= \
AN
A
L s 1 ]
/

b)

<)

d)

€)

f)

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

%

v 4

N

Y
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178.
179.

181.

183.

184.

185.

186.

284

2) \ |V
\ =
\
h) 2 v
!
N |
|
|
-a) S =(G3,2) d) S = (3, -2)
b) S = {(=2, 4)] e)S =9
° S = {2 -1 f) S = ((0, 0)}
-a) 8 =[G -1 b) S = (2, 1)}
ca)y=2x-1 Qy=x-35
= 1=3 _
b)y——2 dy=2
23 brancas; 16 pretas
3) = -1
y=-3x—-2
PN e
=73 "R
-3
y—2x+4
y=-%-3
= x 1 =2 _ 1
a)y—3+3 9y 3
b)y=—%+4 dyy=2x+3
20 litros

187.

188.

189.

191.

192.

193.

194.

196.

198.

1) x 25068 = f(x) = 0

25068 < x < 83 561 = f(x) = 1—’5—2 506,80
X > 83561 = f(x) = %—n

2) n = 15040,95

mae: k.1
"8

y H . 3H
; cada menino: oy ; a menina 5

3 300 km

- CR$100,00

CR$ 90,00
3
25

a) crescenteparax € R | x < —2oux > 1
decrescente parax € R | -2 < x < 1

b) crescente parax € R | =1 < x < O ou
x>=1
decrescente parax € R | x < —1 ou
0<x<g1

c) crescente parax € R | x < Ooux > 0
a) crescente

b) decrescente
c) crescente

d) decrescente
¢) decrescente
f) crescente

a) crescente para m > —2
decrescente para m < —2
constante param = —2

b) crescente param < 4
decrescente para m > 4
constante para m = 4

c) crescente param < —3

decrescente para m > —3

constante para m = —3

crescente param > 1

decrescente para m < 1

constante param = 1

€

<

ra)fx)=0ex=-50ux=-30ux =2

oux =6

fx) >0e®x<—-Sou-3<x<2o0ux > 6

fx) <0=-5<x<-30u2<x<6
b)gx) =0e®x=-30ux=-loux =3

gx) >0e -3 <x< -1

gx) < 0ex< -3o0ux>-lex#3
¢)hx) =0 x=-2

h(x) > 0 & x # -2



200.
a) 5
2
- -
T >
X
y=2x+3 [¢]
|
T
b) >
3
1 >
t >
x
y = =3xFD (o}
1
f
)
4
+ >
X
y=4-x 0
i
T
d)
=]
t =
X
y =5+x (0]
I
T
e)
6
+ >
X
x
v——3~7 o]
1
1
f)
9
2
} >
x
X 3
¥ ey o]

208.

209.

La) x> ——

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

g)

-+ w]m

- g
Y*XS

=Y

h)

><"

1
5

a)x > 2
b) x >0
c)_ﬂxER
dx <=2
ex<3

a)S=xxER|x
b)S=KxER|x

c)S=[xEIR|x

a)S=xER]|x
b)S=xER|x
c)S=xER|x
dS=xxER|x
eS=9g
f)S =R
7,9 ou mais

N

Vv

AV V WV

1
b) x > —
) X >

c) ¥x ER

285
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2. a)S=xER | x> 1)

b) S =

) S

I

xGIRIx>—%}

3 3
b)S=i{x € %\x<4}
€y S = x€R|—<x<l}
dS=g
&8 = xEIR|x<%]
f)S=KER|x51

2. a)S=xxER|1<x<2
b)S=xER|x< -3
)S=xER|3<x<6
dS=gp
e)S=Ix€IR|—l<x<%

fiS=exeER|=lxx<j

214. a)

I
I
nz@s:& |k % e
pen
{

.

S=xER|1<x<4

a

216. a) S =

%h
\Mf
S=KeER]BgxL]

)S=9

286

>
P
x

h)S=[x€R[%
xER|x#3]
b)S={x€lR|x<——}
c) S =

4§ = {\eml\ %}

e)S=R
1
f)S—[x ?]
4
g S = [T
8
h)S {X T]
2
218. a) S = [xeﬁ[x/?}
b) S = [xen‘——<x<%}
c)8S = [xEIR\x\ 60ux=%ou
='T}
d)S=[x€R\x>%oux= ]

219.S={x€ Jx<00u—-<x<2]

20. a) S =

T

xEIR]x<—20ux>—%}

b)S={x€IR]x<%oux>%]

215 a)S—[ ER]x<—loux>—}
b)5=(\€IRI.\<—ioux>2}
( 2 )
c) S {XEIRI.\'<—iou—%<.\'<21
4 5]
= {xeri=-2% 4 sigs 6l
d) S t\ER 3<x<3oux>6’
e)S {XGR‘xg—%oux L}
fHs=xer|-L<xg
7 2
)s_{xeﬂ\x —% u—%sxs%}



221.

222.

223.

c)S:{xelRl—%<x<%]

3 1
. & 2L oy
d) S {xEIR]x\ 5, Ol A 3}

a)S={x€IR|x<%oux>%}

b)S=xER|-2<x< -1
¢)S=xER|-3<x<15

d)S={x€IR!x<—lOoux>—T4}
eS=xER|1<x<2
f)S=xERI2<x<3

a)S:[xEIRI—%<x<%oux>4}

b)S:[xelnfx<—%ou

3 1
- <X < - —
5 <% 3}
4
c)S=[x€R}x<—?ou—%<x<%]

d)S:{XEIRI—;—<X<30ux>5}

a)S=xxER|-3<x<4doux> 11}
b)S=xxER|0<x<1loux>2
c)S=xER|-4<x<-2

d) S = x€R|x<—iou

e) S

I

{xGIR\——i-<x<—Lou

42
1
B et
x> 1

f)S=[x€iR|x<lou%<x<20u
x>3}
g) S = [xElRI—1<x$00u—:§—<x<lou

x>3}

.S=xKER|x<0o0ux > 2

225. a)

b)

)

d)

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Capitulo VII

T 7 11
| | .
‘ \ [ 1 1]
[\ ViR
A 1] [ ]
=) J 1
[T 1] / 1]
i (| \ /1\ 1\
X |
- @,l
l Y
f -
i / \
i
‘ / \
/ X
Ll \ ‘
|
| ,I
L] AT T |
| |
i B |
S
[ \ J11
\ |
| [T
| L
[ »
v ]
{ =]
! i
|
o i | |
L l \l |
[ | \ |
‘;I l# | |
: |
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e)

f)

2)

h)

288

226. m#2 e m# 2

227, f(x) = —2x*+3x + 1

228. abc = —70

229. a)x = loux

b) x = 3oux

c)x =20ux

W= B

d) Nao existe x € R.

x=-2

f)x=——;'—oux=2

=

gx=1+J20ux =1-42
h) Nao existe x € R.

oo 42
i) x = 3
j)x=—loux=5

k) x =0o0ux =2

) x = {2 oux

-

m) Nio existe x € R.

nx=0
230. 50
2318 = {3, 4, (4,

232. 2) S = -1, 4

3)]

b) S = (4, —4), (-1, 6)]

234. a) x = loux =

b)x =3o0ux =

o) x ={3oux

d)x=~§oux

—loux =2o0ux = -2
=3

-3

-2

e) Nio existe x € R.
f) Nao existe x € R.

g) x =0o0ux

h) x = 2oux

236.m>—}§ em# 1

17

2o0ux = 2
=1

. m<—em#-2

16

233 m=-loum =

wl.—



"~
»

2
% = =2 =
m ou m 5
13

<—_

- 12
1

5 & ——
5 4

. Sdo as mesmas de ax? + bx + ¢, multiplicadas
por af.

a)—;- d)ﬁ
b)—% e)—2—29
c) —5 f)—lifs
m = 2y2
[%) =%, | = 46
b2 — 2ac

2
m = -3
k=6

5. ay xX*+x—-6=0

b)4x*+4x -3 =0

Q)X —54x+2=10
d)Xz-(l—vE)x—«E=0
) x*—-2x—-2=0

a) a’%* — (B> —2ac)x +c2 = 0
b)cx*+bx+a=0

c) acx? — (b*> — 2ac) + ac = 0
d) a®x* + (b — 3abo)x + ¢ = 0

.m=—2+\%oum=—2—\fg

.g(x)=x2—£x+L
q
-.m+n = 80
1 25
- a) V0, —4) d) V(T’W)

b) v(i,i)
23

o
<
<

OG-

=
u|_
)

ov(3. -3 0 v(Z,-12)

264.

265.

. retangulo de lados

- 0,5 ou

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

) xp, = ley, =0

7 -
d)xm=7eym=-—
5
e)xM=78yM=—

: 4

‘)xxlzTe)'xt e
.m = 2
.m=—-2oum =1

m = —1

. Nio existe m € R.

21

-*YM=YV=T;Ym:f(6):—7

Nao tem maximo, porque @ > 0.

v=2_8

x=2ez=4

. quadrado de lado 5 cm

. 3e3

g
8

. retangulo de lados 4 cm e 3 cm
. retangulo de lados 2 cm e {3 cm
. retangulo de lados 2 cm e 3 cm

-4

(S}

,a)Im:{yEIRiyz—‘t
b)Im=yER|y<4
C)Im={y€'FHy>—

dIm=(yER|y<I§

I

e) Im

f) Im

]

e
2

{yelﬂlys

{YGR?YZ

=
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_10 )
276. m = 3
277.m=ﬁoum=—m
281. a) y
\ Ji
\ /
\ [
=
\
((L.-3]
NIA
f)
b) y
(0] 4
, X
|
\[ [J
=33
Tar
g)
c) [
N
O] T+ =F
.
7
i
\
d) ) h)
Ry
| [
| |
1 |

290

\ ) /
\
\ /
s
o
i f
|
\ /
/
l[ \ y
(B 9]
v / =
(R
/
/
[ A
\
/
i |
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282. 0<c<bx<a

285.a =2
286. g(x) = x2—2x + 6
YA
6
177
41
3 1 y=3
!
T
77N N
of ; “he
f(x)
287. A =9

288. a) ! —2x—-3>0ex< —-loux >3
?-2x-3=0&x=-loux =3

X=2x~3 <@=—-1<n<3

b)4x2—10x+4>0ﬁx<%oux>2

4x2—10x+4=0=0x=%0ux=2

4x2—10x+4<0=—;-<x<2

1

c)—x2+7x+%>0@—%<x<l

1 1

—X2+7X+7: 0ex= —Loux =1

2
1 1 1

—x2+7x+7 <0ex< —oux>1

d) -3x*’+6x-3=0ex =1

-3x> + 6x - 3 < 0 & x #
e)x2—3x+%>0ﬁx¢%
2B o fang = o

4 2

f)3x*—4x+2>0,¥x €ER
9 xX*+x-1<0,¥xE€R
3

h)—%xz—x—7<0,vx€1ﬂ

1
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289. X, <X <X, (x deve estar entre as raizes)

a>0efx) >0,¥x€E€R
290'A<oe{a<0=»f(x)<0,\fxelﬂ
24. ) S=[xER|x < loux > 2}
b)S=KER|2<x<3
c)S:{xGlRng—Boux;%}
5
d)S:{xEIFH—?sxs‘i]
1 3
= — < x< =
e S [XElR[4 X 2}
- Rr-L
f)s = R {2]
gS=R
3
e ]
i)S=R
)S=R
kNS=02
NS=g9
295. para todo x real

301.

. AnB=0

.XER|0Kx< 2

)S=KER|2<x<3ex#1]
dS=xxER|x=-30ul <x<2
e)S=xKxER|-1<x<loux>2
f)S=xKER|x<3
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302.

308.

312.

292

a)P,(S,O)ePz(—%,O)
B) S = {xEIHI—%ngS]

3. 19

. XER|4<x<20u3<x<4

,A=XER|0<x<20uS5<x<6]

.a)S={x€R|x<—%ou

—%<x<loux>2}

b)S=[x€IR]x<—20u

1 1 2
- s > —
3<xg3oux/3]

)S=ExER|x<-30ux=0

d)S=[x€lR|—2<x<%oux>%}

e)S=xXxER|-1<x<20u3<x<5
f)S={x€R|—2<x<—-%ou

3 1
4<X< T}

g)S=[x€lR|—4<xs—%ou

l<x<%}
hS=xER|x>0
a)xER|-1<x<loux>2
b) xER|x<0oux>1j
)XxER|x>2
dxXER|x<-loudgx<1]
e)ftER|t <O
fyk€ER|x<-lou-1<x<O0oux>Ij

.XER|x< 1]
. XER|x>13

. a) Significa obter para quais valores x a fun-

¢do esta definida.

b)D;=xE€ER|-3<x<-1ou
I €x <5)

Dy=x€R|x<-30u2<xc<5$

316.

317.

318.

[

.XER|[x>2
. —4<x<-3ou-l<xg<2o0ux>=3xER

5.aS=xXERI4<x <6

b)S=xER|-3<x< -2
)S=KER|-1<x<lou2g<x<4

dS=KER|-3<x<-1
e)S=FKER|-1<x<0
f)S=g
a)S=xER|x< -20ux > 3
b)S=KxER|-5<x< -3
1 1
S=xER|-—< =
c) {x | 3 x<2ou
3
X>?}
1)
as={L
(2)
a) Vv bV o F d) F eV
a) F b) F o F d) Vv e)V
a)S=xKER|-3<x<g-1lou
1 <x<3)
b)S=xxE€ER|x< 20ux>2
c)S=xKER|-1<x<1]
dS=g
e)S=xxER|x~-1oux 22
fyS=R
9 4
‘a)m>T f)1<m<T
b)ms% g)m < -2
) 0<m<4 hym >3
dAmER )ym< -2
e)ﬂmElﬂ j)m>1
3
.a)-2<m<2 c)m<—T
bm< 1 d-1<m<?2
R - I |
=2 < m< =1
>"3
=



328.

329.

342.

343,

344,

347.

348.

349.

.m<%ou3<m<%

—3 B

m < 3

L M &€ =5
i =S <m< =1

. 1l<m<4

—3<m<n

2

1
0<m< —
2

m<%em#00um>3

m > 1

\.—ﬁ<m<—1

. Slgm< 2

m > 1

m< -2ou2<m«<3

—%<m<00um>2
k=1

. a) 49 b) 39
m< —

. duas raizes negativas

c) 6
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Capitulo VIII

354. a) y
N
b)
\ —
C ‘
N\
N
© &
d) oy ]
/
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e)

f)

g)

h)
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VA

N
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=y
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—
et

355. Vi
/ 1|
"x
356. a) vA
| | —
1
1
: -
2 %
b) y‘r
{
1
1
1
i
t ] I
— - - |
1 1 !
: I
1 1 2 x
358. x = 4
359. a) 4
9-.y
8+
64-
4
41
2<
2 4 6 x

b) f(x)=5parax=%oux= 5
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360. a) nao c) sim €) sim ) v
b) sim d) ndo N 7
361. a) -
A N
\ 3
N\
() :
x d) A p ‘ 3
b) - \ /
\ / -
/
\ i
\ / 7
) \ =
\1/ : -
& [°)
363. a) ; % ‘\ A l‘
\
|
ul
\|/ \
[ &
b) v A f) Y
\ y) \ /
v
N A
/ \ /
N \[ [/
/ —
€@l ‘
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g ] I T T T d)
i | {‘ !
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\
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[ [ T[]
365. a) __4ﬂ‘ e)
b) 7 ] f)
\ .
/
c) vA 366. a)
A\
\
J
/
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b)

. a)

b)

©)

Y

VA

x

x

d)

€)
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g)

7
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7
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h) 7 373.

1 3 . )
| |
[
\
/ 2
\[/ \|/
i) 7 ) - A
/
1
/ V
/ _—
3 DNE x
2\
369.
b)
YA
R e
370. Im; = y€ER |y > 2
371.;1.]),(; 376 )
. a
3. ‘ L L —
| /l |
o [ 11yl 1
1| SA T 1]
2| o AN
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X | 1 7 ?
| ‘lertZJ [ ;
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I

Xy

p1)

—

xt

N R -
X 2
gl
378. @) B vh
7
AN/
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d) 379. a)
Y
/‘ /
6
-3 -2 7 3 g
e) YA [
\ J
\ |
\ /
\
/
\ /
\
\
f) i )
/
: 380. a, b, ¢, d
& , g 381. a) S = |1, —5}1
b) S = {1, —T]
L] S = [%}
\ 111 dS=g
{ S =(-1,1,24
S U S L
\' - £) s 12,2’,3)
NN ©Ss=1(13
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382.k> 1 5 1
e)S=[x€R|— <x<?ex#3}
383.a)S={i, } 1
2 f)S=[x€R|x<?oux>1]
1
b)Sz{Z,-T} g)S=KXER|x<-3ou-1<x<1lou
& o T8, =, 1, chite.
Q8- i ) h)S=xER|x<-30u-1<x<00u
d)S=[ %—] x> 2
i)S=x€R|-3<x<0oul <x<4
384.2) S = [%I 390. 29
b)S=9g 391.a)V bV VvV 4V e) F
95 =32 392. 5
d) S = 13, —6)
2 393.S=XER|-1<x<20ud4<x<7
e)S = [xER]x/T}
394.S=xER|2<x<-loul0<x<1]

f)s=[xeR|x>i]

3 395. 5
385.S = (-2, 2) 9.2V b)V ooF dF ev f)F
B7.a) S=xxER|-1<x<0 397.-1,0,3¢4
b)S=xER|x<0oux > 1]
399.a) S=(xER|x >3]
388.a)S=[x€R|—%<x<2} b)S=KxER|[x<S]
S=xER|-1<x<1
S=KER|1<x<2 9 bx | x5 4
1 dS=R
c)S:{xEIR|—-3—sxs3] 0S=0
4 f)S=XxER|3<x<6
Qs =|-=
3 g)S=xERI4<x <6

e)S =g
f}S =xER| x<—loux>2

400.S=XER|1<x<4

8 401. a,b, c, e
g)S=[x€H]x<—?oux>0}
402. S=xXER|x>0

- L
h)S—[xElR|x<30ux21} 404. 3) S=xER|x<-Soul<x<5

b)S=xER|x< -20ux>0
XER|x#=
3 )S=xxER|x<-S5S0u-3<x<7
i)S=R
0 d)S={x€lR|—3<x<l—1]
k)S=xKER|-2<x<00u2<x<4

5

1l

i) S

3

e)S=xXER|x< —20ux >4

389. a) S=xER|1<x<20u3<x<4
b)S=xER|x<—-20u-1<x<2 f)S=KxER|x<Ooux >3
oux > 3) gS=0Q
c)S=xER|x<-lou2gx<3o0u 0. S=xER|x<00ux3 6
X > 6]
dS=xxER|2<x<1lou2gx<5 406. S=xER|x >3]
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Capitulo IX

407. a)

b)

<)

302

v

Ly

|t

-

d)

€)

)
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-

T —t—
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408. a)

410. a)

—
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) 418. @
YA
|
|
|
|
|
1y
_/ |
+—+ "ttt
-2 -1 12 3 4 x
|
|
|
b)

415.

S ={-11, 01D

¥ “
b)
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c) Y
d) v
€) J : | y
f) [y

g) Il y I

h) T WAl

Capitulo X

422, a) (fog) (x) = 4x% — 2x =2

423.

424,

425.

426.

(gof) (x) = 5+ 2x — 2x*
b) (fog) (-2) = 18, (gof) (-2) = -7

3
x= 2oux= 2

(fog) x) = x*—6x> + 6
(g0f) (x) = x* — 8x> + 18x* — 8x

(fog) x) = 2, g°f) (x) = 5

a) (fog) (x) = x> — 6x + 11

b) (g0f) x) = x2 — 1
o (fof)y(x) = x* +4x> + 6
d) (gCg) (x) =x—-6

f-x) = = = 3x* —2x — 1

f<i)=L_L+i_1
X

X £ X

fx—1) = x —6x>+ 11x = 7



432.

433.

434.

436.

438.

439.

441.

442.

443.

445,

447.

448.

.a)D(ng)—{xER|xs-%—oux22]

b) DEof) = xER [ x > 1

a) D(fog) = R— {— %}

(fog) (x) =

2x+ 4
2x+1
b) D(gof) = R - (2}
@of) (x = 24
X =2

[(hog)of] (x) = 12x* + 12x + 2

[ho(gof)] (x) = 2x> —2x + 7

o T = X
[} _12+k1r,0 I2+k1r0u
Tn
=T +x
o
_ m+4
(a,3a—-3),va€R 437-a—m+2

a, c, e: falsos; b, d, f: verdadeiros

fg(x)) = 3

. @ofof) ® = x

(hof)og) () =5

da—-1) =bec-1)

2 —2x—4
g(x)=x—2"_
2 £s
f(x)=x+2x 1
2
f(x) = 20 4 para x # 1
x=1
s Al
.a=1Lbs= >
b =-3
1
.Df(x)=[x€IR|x=ﬁ7}

-12\ _
FEA

456.

- (fog)(x) =
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i 7

ca)k=-1t=3

b)[xGRlxs—;«oux>3]

4x2+4xsex>—%

(fog) x) = 1
4x+35ex<—7

(gof) (x)

2% - 8x+9sex > 2
4x —3sex <2

9x> — 12x+6sex > 1

1 1
==X
3 X

. (fog) x) = 3x

-9x2 + lesexs%
-3x* —4sex < -1
2x:— 7

X2

X - 10sex > 1

(gof) (x) se-l <x<1

I

4x+1sex>2
1-4x®se-1<x<1
x*+x’sex < -loul <x<2

3
4x —2sex > —
4

©@NM = | _16x2 + 24x — 8 s¢ 0 £ XK %-

-3x+3sex <0

C+3x—1lsex > -1

» $im) = [2x+9sex<—l

. a) injetora

b) sobrejetora
d) bijetora
€) ndo ¢ injetora nem sobrejetora

. a) injetora

b) bijetora
¢) sobrejetora
d) ndo ¢ injetora nem sobrejetora

. a) III o I e) II ) III
b) IV d) I f) III h) 1I
3.b=2
g e
) 4
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465. B={yeRI-25y<3}
466. B={yeR10<y<5}

467, a) Il b)II I d)II eIl f)II
468. sobrejetora

469. a, b, e, f: falsas; c, d, g: verdudeiras

470. b, d. h: falsas; a, c, e, f, g: verdadeiras

471. a, c: falsas; b, d, e, f: verdadeiras

472. a, ¢, d: falsas; b, e: verdadeiras
473. ) Dy = x €ER | -1 < x

<1
b)Im;=[yEB|O0<Ly <]

¢) Néo, porque, por exemplo,

)-8+

}

d)

3

-

r 3
- I
1 |
I I
! !
t +
=4 1 ;] 1 X
) 2
474. a, b, d: falsas; c, e: verdadeiras

478. As fungdes I, e I sdo iguais se, e somente se,
A = B.

479. m<nmZ2n,m=n

injetora sobrejetora

g © f ndo ¢ injetora nem sobrejetora.

308

485.

486.

488.

489.

490.

492.

493

8
a) f (@) = ";3
belw= 21

o bl = %/T—z
Dp'xw=1+3¥x-2
qgixm=x-2
f) r'x) = x+1)°

g st x) = 1-%

T =0

fTlx =3x-1

Nao, pois f ndo ¢é injetora, por exemplo:
f(=1) = f(I) = I; portanto f ndo ¢ bijetora.

a, ¢, e: falsas; b, d: verdadeiras

f1: R, — R,

1 x) = x
b)f': R — A
) = 1-4x

o f iR —A
fl@ =2-{=x
df':R.—A
1) = -1 - =<
e f':B— R.
1@ =-yx-1
f)yf!':B— R,
flx) =4 -x
g f':B— R

') =—-Vx+1

a, d, e: falsas; b, c: verdadeiras
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494. b, f: ndo; a, c, d, e: sim 504. a)
-1 B sex =7
4%. a) f7 :R—- (1} — R - (3] £ (x) =
fﬁl(x)=-ﬂ X;lsex<7
x=1
b)f':R-{2)— R-[-1} b) S
. 3—x sex <8
7 x) = ——= -1 3
x=2 £ = 4—x
sex > 8
o f1:R-[-1]— R- (3
- 3x +4
1) = -
x+ 1 © Jxsex >0
=]
-1 5 1 7 =1 x
CR- 12 R — =gx <0
T z
= & 2
£ = =
x-5 9 : x+2sex < -3
O f1:R- {4 — R* Fe= 2o lsexs
1 _ 2
= Xx—4
-1 €) xX*+3sex >0
f)f1:R-{38 — R- (3] f1x = ¥
3-Ixsex <0
= 3x+2
7 =
x—3 .
; ) 2+Jyx—3sex >3
497. (fog™) (0) = 8
X 71 x) = x;lse—3<x<3
498. a = —1

-1-{=x-3sex < -3
500. E 0 {17, pois /™ (17) = 3, isto &,

f3) = 17 505. Nio, pois f ndo € injetora, por exemplo:
f(=2) = f(I) = 3, portanto f ndo é bijetora.

502.a) f':B— A
1) =1+4x+1

x—5sex 27
b)f:B—A x+3
. ——se-8<x<7
£ ) = 1+ x— 1 ) = s *
X+ 5 o
Qfl:B—A 5 BEES
' =2-Vx+1
B ef™ @2 = 37
df':B—A
: 34 V4x + 1 - — :
i = A n T R 508. a) [ 11 P

2 [ | =¥ 7

e f':B— A ‘ ‘
flx) =2+49—-x = — 7 7 F

1
| |
f)f':B—A ] x/‘/‘/
Pl x) = =1 = J5 =x i 7~ T
I R |
g f':B—A i T T

7w =

4
5+48x+9 1/ ]
—_— T 7] ]

4
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b)
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d A oS = {o, %]
\ f) s = (717}
g S = (13
h) S = (3
i)S = (3,4
g s =04
L k) S = [0
S =1[1
m)S =g
ns = {o, i}
510. 3 @°f) ' : R— R 4
- x+2 = i
o) ) = 5 o)S—{4}
b) @of)':R— R p) S =1{0,2
= =5
@D = 3f—" = .5 =1
516. x = 2
o (gof)':C— R,
©of)' ) = J4—x 517. ¢, d, f, g: falsos; a, b, e: verdadeiros
d) gof)™: R, — A 518. S =@
@of)™ (x) = 3+2‘l; 520. a) S = (4, 9}
-\ L
9 @on':Cc—aA b)s_{g}
(o) (®) = Vx* -3 9S=g
d)S=[4+243]
511. Nao, pois g ndo ¢ injetora, por exemplo: _
g(—1) = g(1) = 0; portanto gof ndo é bi- 9s=1[0 ﬁ}
jetora. f)S = (1)
g) S = (16}
512. [ho@gof)) ' : B— A S = (81
2—Jx+1
hoEon]™ @ = —— 58 = {1#}
16
_ 1
ns= g
1
A - 522. a) S = {—2, —}
Apéndice | 3
b)S =5 -1
514. a) S = {6) os < f4-3 ] +2<29’ 1—;@}
b) S = (-4
dS=9g
©S=1{l4 )S = 5
d)s_ 7+\Jrﬁ 7—\/§ K _{3'_;:(
'[ 4 4 } 523.8 = [0, 1, 4
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wm
o
N

w
o
-3

wn
[
~

530.

§32.

533.

534,

537.

312

.a) S = [64] d) S = (34
b)S=9g e)S:[%}
_ 1.5 B
c)S—[4] f) S = (40]
.a)S = (0, 4 d) S = {1, 17}
b) S = {2} e) S = 8
S = {26 f)S=g
g)5={%,‘%}
V5 Vs
.a)S = [6 d) S = 3]
o 5 .
b) S = [T] e) S = [3a]
¢S = (4
.a) S =3 S =102
b) S = (19) d) s =3
a) S = 3] d) s = (4
b) S = {—3%} &S =0
¢S =34
a) S = {1 ¢S =02
= L.L
5=
a) S = {1 c) S = (0]
(=
953
ag<b =S ={a
a>b = S = (b
- ()
4
a=b=0= S=R
45b50 = §= 2=
L 4 )

a<boub=0= S=¢g

b+1
b)a=b = S=xER_[x>a

a)b>1=~8={2a“b]

a#b = S =(a+b)

538.

539.

DN

\_ b
)

540.

543,

2
¢)b>a = S={ ’Zabi}
a” + b
2 _ 12
a<0e|b| > |a] =S = {O,M}
4a
3 (2a+1)—4a—3
a2 -—;Xx=————————porquea

4’ 2
intersegdo se da nos pontos de menor abscissa.

\ N
%

a) S = [(9,4), 4,9)
b) S = {(10+4 6, 10 - 4 J6)]

© S =228, 2]
d) S =1(094,49)

Il

; - 5 [ 9
.a) S = {(4‘ 2, | T%)}

b) {(—4, 6)}
a) S = 2]
12
s~
o) S = [-16]
d) S = [4,-3]
- -2
e)S—[ 3,3]
f)S = [4+43,4-3)
g S = [0
3+43 3-3
ws-fp 258 3-8)
1)S={0,l,i]
472



544. S=@

546. S =(-2,7)

547. x* = 80

548, S = [1% z]

549. S = {1, 2, 10)

551. a) S = [0}
g
e fd

w
W
~

S = (8, 64), (64, 8)]
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Testes de
Vestibulares

Nocoes de logica

. (U.F.GO-84) A negacao de x > —2 é:

a)x =2 b) x < -2 % <=2 d) x <2 e)x <2

. (FUVEST-80) Cada um dos cartdes abaixo tem de um lado um nimero e do outro lado uma letra.

[a] [=] [=2] [=]

Alguém afirmou que todos os cartdes que tém uma vogal numa face tém um nimero par na outra. Para
verificar se tal afirmagdo é verdadeira:

a) é necessario virar todos os cartdes.

b) ¢é suficiente virar os dois primeiros cartdes.

¢) é suficiente virar os dois ultimos cartdes.

d) ¢ suficiente virar os dois cartdes do meio.

e) ¢ suficiente virar o primeiro e o ultimo cartao.

. (PUC-RS-82) Sejam p e g duas proposi¢des. A negagdo de p A g equivale a:

a) ~pv ~gq d ~pag
b) ~pa ~gq e)p A ~q
) ~pvg

. (PUC-SP-85) A nega¢do da proposicao x € (A U B) é:

a) x € (A N B) dxE Aoux & B
b) x € Aoux € B e)x & Aex € B
¢)x g Aex €EB
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- (VUNESP-85) A negacdo de ‘‘para todo real x existe um real y tal que y < x”’ é equivalente a:

a) existe um real x tal que x < y para todo real y.

b) nao existe um real x tal que x < y para todo real y.

c) existe um real x tal que y < x para todo real y.

d) nao existe um real x tal que y < x para todo real y.

e) para todos reais x, y, com x < y, existe um real z com x < z < y.

- (U.F.BA-81) A proposi¢dao ~ p v ¢ = g A r é verdadeira, se:

a) p e g sdo verdadeiras e r, falsa.
b) p e g sdo falsas e r, verdadeira.
¢) p e r sao falsas e g, verdadeira.
d) p, g e r sdo verdadeiras.

e) p, q e r sao falsas.

- (PUC-RS-80) A senten¢a (3 x|x —a = b) é a negagdo de:

a) Ixjx—a#b d¥x,x—a=>b
b) Ix|x—a>b e) ¥x,x—a#b
c)3Ixjx—a<b

- (U.F.RS-84) A negacdo da proposicao ‘‘Para todo y, existe um x tal que y = sen(x)”’ é:

a) Para todo y, existe um x tal que y = sen(x).
b) Para todo y e para todo x, y = sen(x).

¢) Existe um y e existe um x tal que y = sen(x).
d) Existe um y tal que, para todo x, y = sen(x).
e) Existe um y tal que, para todo x, y # sen(x).

- (U.F.RS-82) A negagdo da proposi¢do (v x € R) (3y € R) [xy = /] &

) AxERMYER [xy = 1] ek & Byitey S ] pox o 1]
b) (¥x € R) @y € R) [xy # 1] 932 & Ry B M ba *Y)
c) 3xE R)(¥y € R) [xy # 1]

Conjuntos

10.
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(CESGRANRIO-82) Sejam M, N e P conjuntos. Se M U N = [1,2,3,5]eM U P = [I, 3, 4], entdo
MUNU Pé:

a) @ d) {1, 2, 3, 5}
b) {1, 3} e) {1,2,3,4,5
c) (1, 3, 4]

- (U.MACK.-80) Dados os conjuntos A, B e C, ndo vazios, sabe-se que A C B; entdo sempre se tem:

2)ANC=0 ddANBcCC
BWANB=O e ANCCB
coBNC=0

- (PUC-MG-92) Sendo A e B dois conjuntos quaisquer, assinale a alternativa verdadeira:

a) (A-B)CB dJAUB=B=A=0
b) (A-B)C AUB &) ANB=2=AUB=0
JA#B=a¢B



13.

16.

18.

19.

20,

TESTES DE VESTIBULARES

(VUNESP-84) Suponhamos que:
AUB=1([ab,cdef,gh

ANB-=(de

A=B = [a, b,

Entao:

a) B =I[f, g hl d) B = [d, e}
b) B = [d, e, f, g, hj e)B=0

c) B ={ab,cde¢

- (U.F.RN-84) Se A4, B e C sao conjuntos taisque C— (A U B) = |6, 7]e C N (A U B) = |4, 5], entao

C é igual a:

a) (4, 5] d) {s, 6, 7)
b) {6, 7] e) (4,5,6,7
c) (4,5, 6]

- (U.F.VICOSA-90) Sejam A, B, C e D subconjuntos quaisquer do conjunto universo U, tais que

(A N B) N (C—- D) = &. Como conseqiiéncia, pode-se afirmar obrigatoriamente que:
a) ANB=QJ%eC-D=09 d BNC %)
pC-D=@ e ANB=0O
g(A-D)N(CNB) =2

I

(FGV-81) Dados os conjuntos A = {a, b, ¢, d}, B = |b, ¢, d, e}, C = {a, ¢, f], entdo
(A=-B)UB-C)UANB)IN[ANC)UBNANC) é

a) {a, b, ¢, d, € d) la, b}
b) fa, b, c, d] e) (b, c, d]
c) fa, ¢}

- (FATEC-89) Assinale a alternativa verdadeira. Se A e B sdo dois conjuntos, ndo vazios, e & é o conjunto

vazio, entdo:

a) x]x EAexEB=AUB

b) BD (A NB)

)ANQG = (T

d) B— A = Ximplica CgA = X

e ACANB

(CESGRANRIO-80) Sejam os conjuntos U = (I, 2, 3,4} e A = {1, 2]. O conjunto Btalque BN A =
={l]eBUA=Ué

a) @ b) (1} c) (1, 2] d) [1, 3, 4] e) U

(PUC-RS-82) Dados os conjuntos A = {a, b, ¢}, B = [a, d] e C = {a, b, d], o conjunto X tal que
AUC=BUXeBNX=0Qé:

a) (a] b) {bj ¢) [c] d) (a, bj e) (b, ¢

(U.F.RS-84) O conjunto A é subconjuntode Be A # B, A U (B— A) é:
a) B b) A c) @ d A-B e ANB

- (PUC-RS-80) Sejam A, B C U.Sex € C(A U B), entdo:

a)x EANB dx€AN(B
b)x EAUB e)x € (ANB
ogxe€(ANn(B
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- (FGV-81) Simplificando a expressao abaixo

XNY)uXny)
teremos:

a) universo b) vazio XNy d) XNy e) X N Y

- (ITA-88) Sejam A, B e C subconjuntos do conjunto dos numeros reais. Entdo podemos afirmar que:

a) (A N B = A° n B¢

b) (A U B)° = A€ U B¢

c) Se A C Bentio A c B®
dANBUC =AU n B U~
e AUBUOS=(AUBY)N A UCY

Nota: A€ significa o complementar de A no conjunto dos reais.

« (ITA-89) Sejam A, B e C subconjuntos de IR, ndo vazios,e A —B = [pER;pE€E Aep & B i

as igualdades:

1. A-B)xC=(AxC)—-(BxCQC)
2.(A-B)xC = (AxB)—(BxQC)

3. ANB -A+BNA-B

4 A-BNC)=A-BUA-0

5. A-BpNB-C)=A-CnN(A-B)
podemos garantir que:

a) 2 e 4 sdo verdadeiras.
b) 7 e 5 sdo verdadeiras.
c) 3 e 4 sao verdadeiras.
d) I e 4 sdo verdadeiras.
e) I e 3 sdo verdadeiras.

- (U.F.RN-83) A parte hachurada do grafico abaixo corresponde a:

a) (A N B)-B

b)(ANC)-B A

9OBNCO-A B
HANC-A

& ANB)-C Z

- (F.SANTANA-83) Na figura abaixo, estdo representados os conjuntos 4, B e C néo vazios. A regido som-

breada representa o conjunto:
a) (AN B —-C

b)) AUBUCQC -C

) (A-B)-C 3 B
d BUQCNA
& ANBNC




29.

30.

TESTES DE VESTIBULARES

. (U.E.BA-84) Na figura abaixo, estdo representados os conjuntos nao vazios A, Be C. A regiao sombreada
representa 0 conjunto:
a) ANBNC A
b)) (AU B)-C B
¢ (ANB-C
dBNC-A
e (AUC)—-B

C
- (U.F.PA-84) A parte hachurada da figura abaixo, onde U ¢ o conjunto universo, e A, B, C sao conjuntos,
representa:
a)AUBUC U
b) ANBNC

¢ (ANB)UANCOC
d) (AU B)N(AUCQC
e AUBUC-(ANBNO

(EAESP-FGV-80) Considere as afirmagdes a respeito da parte hachurada do diagrama abaixo:
I-AN(BUC)
IH-AN(BNC)

MI-AN(BUC) /‘

IV-AN(BNC) '
A(s) afirmacao(Ges) correta(s) € (sao): 4“
a) I d) I e III °
b) III e)llelV

c)lelV

(U.F.PE-84) Considere o seguinte ‘‘diagrama de
Venn’’ que representa graficamente os conjun-
tos A, B e C, onde U representa o universo.

Assinale dentre as alternativas abaixo o conjunto que é representado pela area tracejada no diagrama, onde
a barra (—) representa o complementar do conjunto em relacdo a U.

a) ANBNC 0 AUBUC e AUBUC
HANBNC d)ANBNC
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31. (U.F.BA-81) A representacgdo do complementar de (M — N) N P, em relagdo a P, estd indicada pela regiao
hachurada de:

a) <) €)
U U U
IGARRIRGAR!
> ?’
@ 7>
"é %
P P
b) d)
U U
32. (U.F.BA-91) Na figura ao lado, a parte sombreada representa as operacdes:
a)[AUBUC-ClUMANQC A
b) (A UB)-C
) AU (B-0C)
dB-COQOUA-OUMANOQO
e (A-CUB 8
c
33. (VUNESP-88)Se A = (x € IN | x = 4n, com n € IN] e
B= [xEN‘,\——zxi= n, com n € IN]
entao o numero de elementos de 4 N B é:
a) 3 b) 2 c) 1 d) 0 e) impossivel de determinar

34. (U.F.MG-89) Os conjuntos A, Be A U B tém, respectivamente, /0, 9 ¢ 15 elementos. O nimero de elemen-

tosde A N Bé:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 6 e) 8
15. (FATEC-88) Seja n um nimero natural. Se

A=XxE€EMN|x=2neB=[x€IN|x=2n+ I, entdo:

a)B—-A = [l d ANB A

) AUB =N @) ANB =[x €N | xépar
) AUB = [0, 10]
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TESTES DE VESTIBULARES

- (U.F.MG-87) Sejam os conjuntos A = x E Z:x =6n+3, n € Z|eB = x €E Z :x = 3n,

n € Z|. entdo, A N B é igual a:

a) [x € Z : x é impar e multiplo de 3]
b) (x € Z : x é par e multiplo de 3]
¢) [x € Z : x é multiplo de 3}

d) [x € Z : x é multiplo de 9}

e) [x € Z : x ¢ impar|

- (U.F.RN-83) Se A, B e C sdo conjuntos tais que n(4 — (B U C)) = 15, n(B—- A (A U C)) = 20,

n(C-(4AUB)) =35en(AUBUC) = 120,entdao n((4 N B) U (4 N C) U (BN C)éigual a:
a) 40 b) 50 c) 60 d) 70 e) 80

(U.F.RS-83) O ntimero de elementos do conjunto P(4) U P(B), com A e B disjuntos e com dois elementos
cada um, é:

a) 2 b) 4 Qs d) 7 e) 8

- (U.F.VICOSA-89) Um conjunto A tem 8 elementos distintos. O nimero de subconjuntos de A, com 5 ele-

mentos diferentes cada, é:
a) 52 b) 54 c) 58 d) 56 e) 60

(U.F.PE-83) Seja S = [S,, S,, S;} o conjunto de sintomas de uma determinada moléstia. Em geral, um
portador desta moléstia apresenta apenas um subconjunto ndo vazio de S.

Assinale a unica alternativa correspondente ao numero de subconjuntos de S que poderdo apresentar os
pacientes portadores desta moléstia.

a) 7 b) 8 c) 16 d) 15 e) 14

(U.F.PE-84) Considere os seguintes conjuntos:

A=1(1,21,2] B={1},2 e C=[1,({1,{2]

Assinale abaixo a alternativa falsa:

a)ANB-={2

b) BN C = ({1}

¢gB-C=ANB

d)BCA

e) A N AA) = ({1, 2]}, onde A(A) é o conjunto dos subconjuntos de A

(CESESP-82) Considere as afirmacdes abaixo, onde #(X) é o conjunto das partes de um conjunto X.

I - Existe A € “A(X) tal que BN A = B qualquer que seja B € ‘A X).
II - Qualquer que seja A € A(X), existe B € A X)talque A N B = &.
111 - Quaisquer que sejam A e Bem A(X), tem-se A N B = @.
IV - Existe A € A(X) tal que B U A = B, qualquer que seja B € A(X).
Assinale, entdo, a alternativa correta:

a) apenas I é verdadeira.

b) apenas IV é verdadeira.
c) I, II e III sdo verdadeiras.
d) II e IV sao falsas.

e) apenas III é falsa.

- (CESESP-82) Numa Universidade sdo lidos apenas dois jornais X e Y. 80% dos alunos da mesma léem

o jornal X e 60% o jornal Y. Sabendo-se que todo aluno é leitor de pelo menos um dos dois jornais, assina-
le a alternativa que corresponde ao percentual de alunos que léem ambos.

a) 80% b) 14% c) 40% d) 60% e) 48%
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44,

45.

47,

48.

(EAESP-FGV-80) Numa pesquisa de mercado, foram entrevistadas varias pessoas acerca de suas preferén-
cias em relagdo a 3 produtos: A, B e C. Os resultados da pesquisa indicaram que:

210 pessoas compram o produto A.
210 pessoas compram o produto B.
250 pessoas compram o produto C.
20 pessoas compram os 3 produtos.
100 pessoas nao compram nenhum dos 3 produtos.
60 pessoas compram os produtos 4 e B.
70 pessoas compram os produtos A e C.
50 pessoas compram os produtos B e C.

Quantas pessoas foram entrevistadas?

a) 670 b) 970 c) 870 d) 610 e) 510
(EAESP-FGV-80) No problema anterior, calcular quantas pessoas compram apenas o produto A4; apenas
o produto B; apenas o produto C.

a) 210; 210; 250 d) 120; 140; 170

b) 150; 150; 180 e) n.d.a.

c) 100; 120; 150

- (FGV-81) Numa Universidade com N alunos, 80 estudam Fisica, 90 Biologia, 55 Quimica, 32 Biologia e

Fisica, 23 Quimica e Fisica, /6 Biologia e Quimica e 8 estudam nas trés faculdades.
Sabendo-se que esta Universidade somente mantém as trés faculdades, quantos alunos estdo matriculados
na Universidade?

a) 304 b) 162 c) 146 d) 154 e) n.d.a.
(PUC-SP-82) Em um exame vestibular, 30% dos candidatos eram da drea de Humanas. Dentre esses candi-

datos, 20% optaram pelo curso de Direito. Do total dos candidatos, qual a porcentagem dos que optaram
por Direito?

a) 50% b) 20% ¢) 10% d) 6% e) 5%
(PUC-SP-83) Dentre os inscritos em um concurso publico, 60% s3do homens e 40% siao mulheres. Ja tém
emprego 80% dos homens e 30% das mulheres. Qual a porcentagem dos candidatos que ja tém emprego?
a) 60% b) 40% c) 30% d) 24% e) 12%

Conjuntos numéricos

49.
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(PUC-CAMP-80) No conjunto IN dos nimeros naturais, seja M(a) o conjunto dos multiplos de a. Entao
podemos afirmar que:

a) (M(6) N M(3)) N M(4) = M(12) d) (M(3) N M(4)) N M(6) = M(6)

b) M(4) N M(8) = M(4) e) n.d.a.

¢) (M(2) N M(4)) N M(8) = M(4)

- (V.UNIF.RS-80) Dados os conjuntos M, = in-a nE€ N eM, = n-b|n€ N comae b naturais

nao nulos, entdo M, ¢ subconjunto de M, sempre que:

a) a for menor do que b. d) b for divisor de a.
b) b for menor do que a. e) a ¢ b forem pares.
c) a for divisor de b.

- (U.E.LONDRINA-84) Seja n( E) o numero de elementos de um conjunto E. Se A é o conjunto dos diviso-

res naturais de /8 e B é o conjunto dos divisores naturais de 48, entdo n(A U B) é um numero:

a) quadrado perfeito. ¢) maior que 10. e) cubo perfeito.
b) multiplo de 5. d) menor que 6.
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. (U.F.MG-92) O valor de m =

TESTES DE VESTIBULARES

. (CESGRANRIO-80) O minimo miiltiplo comum entre os numeros 27, 3 e 5 é 240. O expoente m é:

a) 2 b) 3 ) 4 d) s e) 15

. (U.F.MG-92) Considere-se o conjunto M de todos os numeros inteiros formados por exatamente trés alga-

rismos iguais.
Pode-se afirmar que todo n € M é multiplo de:

a) s b) 7 c) 13 d) 17 e) 37

. (FUVEST-91) No alto de uma torre de uma emissora de televisdo duas luzes ‘‘piscam’’ com freqiiéncias

diferentes. A primeira ‘‘pisca’’ /5 vezes por minuto e a segunda ‘‘pisca’’ /0 vezes por minuto. Se num
certo instante as luzes piscam simultaneamente, apos quantos segundos elas voltardo a piscar simulta-
neamente?

a) 12 b) 10 c) 20 d) 15 e) 30

. (U.F.MG-92) Sejam a, b, ¢ nimeros primos distintos, em que @ > b.

O maximo divisor comum e o minimo multiplo comum de m = a’ b ¢’ e n = ab? sido, respectivamente,
21 e 1764.
Pode-se afirmar que @ + b + ¢ é:

a) 9 b) 10 c) 12 d) 42 e) 62

. (U.F.MG-92) Todas as afirmativas sobre nimeros inteiros estdo corretas, excelo:

a) Nem todo numero primo é impar.

b) Todo inteiro par pode ser escrito na forma n’ + 2, n € Z.

¢) A soma de dois inteiros impares é sempre um inteiro par.

d) Todo inteiro impar pode ser escrito na forma 2n — 9, n € Z.
e) Se n é um inteiro impar, entdo n° também é {mpar.

. (PUC-CAMP-80) A um aluno foram propostas as questdes:

A — Numa divisdo, cujo resto ndo é nulo, o menor nimero que se deve adicionar ao dividendo para que
ela se torne exata é: (d — r) (sendo d o divisor e r o resto).

B — A soma de trés nimeros naturais consecutivos € sempre divisivel por 3.

C — O produto de dois numeros impares consecutivos, aumentado de uma unidade, é sempre um quadra-
do perfeito.

O aluno respondeu que as trés questdes propostas sdo verdadeiras. Responda vocé:
a) O aluno acertou somente em relacdo a terceira questdo.

b) O aluno acertou somente em relacdo a primeira questdo.

¢) Acertou integralmente.

d) O aluno acertou somente em relagdo a segunda questdo.
e) N.d.a.

(U.F.RN-84) Se A = (4, 9, 16, 25, 36}, entdo A é equivalente a:
a) [xl; x € Z%)

b) [xz; x € N}

c){xz;xEINel<x<7;

d)x;xENe2<x< 6

e) [x; x é quadrado perfeito|

W(=2) - (0,33... 1)
2 ¢

a) = o B =t o= d)

3 3 3 o

v
ulw
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60. (FUVEST-91) Os nameros inteiros positivos sdo dispostos em ‘‘quadrados’’ da seguinte maneira:

1 2 3 10 11 12 19
4 56 13 14 15
789 16 17 18

O numero 500 se encontra em um desses ‘‘quadrados’’. A “‘linha’’ e a ‘‘coluna’” em que o nimero 500
se encontra s3o, respectivamente:

a)2e2 b)3e3 c)2e3 d) 3e2 e)3el

61. (PUC-SP-80) Um enxadrista quer decorar uma parede retangular, dividindo-a em quadrados, como se fos-
se um tabuleiro de xadrez. A parede mede 4,40 m por 2,75 m. Qual o menor nimero de quadrados que
ele pode colocar na parede?
a) 40
b) 55
¢) 30
d) 88
e) 16

62. (PUC-SP-81) A dizima periddica 0,4999... é igual a:

49 5 1 49 4
= =2 — d) 22 el
2 5 % 93 ) S0 93
63. (PUC-SP-82) Sabe-se que o produto de dois nimeros irracionais pode ser um numero racional. Um exem-
plo é
a) V12 -3 =36 dv2-2=8
b)v4-y9=6 e) V2 + y3 = V6
)v3-1=43

64. (FGV-83) Sejam a, b e ¢ numeros reais quaisquer. Assinale a afirmac¢ao verdadeira:

>b 2> p? Al A
9@ =@ )2+~ a

£
b
b)a>b < ac > be e)a=b>e a=0b

) \az+b228

65. (UE.BA-81)Sed = xER| -1 <x<2e
B={x€R|0< x < 3], o0conjunto A N B ¢ o intervalo:

a) [0; 2| b) 10; 2| o |-1; 3] d) |-1; 3] e) -1 3|

66. (PUC-MG-92) A diferenca A —B,sendo 4 = xER | -4<xZ3leB=[xER | -2< x< 5 éiguala:
a) X ER| 4 <x< -2 dxXER|3I<x<KF
b)) x ER| -4 <x<-2 ) xER|-2<x<5]
Jx€ER|3<x<5]

67. (FUVEST-91) Na figura estdo representados geometricamente os numeros reais 0, x, y e /.
Qual a posi¢ao do numero xy?

0 x M 1
a) A esquerda de 0. c) Entre x e y. e) A direita de /.
b) Entre 0 e x. d) Entre y e /.
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68.

69.

70.

7.

-1
o

TESTES DE VESTIBULARES

(FUVEST-92) Se 4 < x < —lel < y < 2,entdo xy e % estdo no intervalo:

a) |-8, -1 d) |-8, —z—i

— Ly
b)]-’-'—z—{ 5)11»2[
ey |-2, —1f

(U.F.PA-84) Sendo IN, Z, @, R, C os conjuntos numéricos usuais, assinale a afirmacao verdadeira:
ayN>Z b) 2 € Q 0 ZER doEC 9 Q>Z

(EAESP-FGV-80) Assinalando ¥ ou F se as sentencas abaixo sdo verdadeiras ou falsas

NDQ

QNR=Q
NUZ=N
QN R>Q

obtemos:
a) FVFV b) VVVV ¢) FVVF d) FVVV e) VVVF

(COVEST-90) Assinale a afirma¢do verdadeira entre as seguintes:
a) No conjunto dos nimeros inteiros relativos, existe um elemento que é menor do que todos os outros.
b) O numero real 2 pode ser representado sob a forma — , onde p e g sdo inteiros, ¢ # 0.

q

¢) O numero real representado por 0,37222... é um ntimero racional.
d) Toda raiz de uma equacgdo algébrica do 2?9 grau é um numero real.
e) O quadrado de qualquer nimero real é um numero racional.

. (FUVEST-87) Qual o conjunto dos valores assumidos pela expressao:

a+b+c+abc

lal Ibl lel label

quando a, b, ¢ variam no conjunto de todos os nimeros reais ndo nulos?
a) |-4,-3,-2,-1,0,1,2, 3,4

b) (-4, =2, 0, 2, 4}

c) (—4,0, 4

d) (4]

e) R

73. (ITA-85) Sejam X um conjunto ndo vazio; A e B dois subconjuntos de X. Definimos A€ = (x € X tal

quex & Ale A—B = [x € Atal que x & B|.
Dadas as sentengas:

1-ANB=0 e Ac B°=Bc AS, onde “=” significa ‘‘equivalente’” e & o conjunto vazio;

2-SeX=R;A=XERtalquex’—/ =0;; B={xE Rtalquex’- 7 =0]eC = x € Rual
quex— 7 = 0,entdao A = C = B;

3-A- D =AeA-B=A-(ANB);

4-A-B# AN B
podemos afirmar que esta (estdo) correta(s):

a) as sentengas n? 1 e n? 3. d) as sentencas n¢ 2, n¢ 3 en? 4.
b) as sentengas n? 1, n? 2 e n? 4. e) apenas a sentenca n® 2.
c) as sentencas n? 3 e n? 4.
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74.

(PUC-SP-80) Supondo que uma certa propriedade P é verdadeira para o nimero n € IN, consegue-se pro-
var que ela é verdadeira para o numero 3n. Se P é verdadeira para n = 2, entdo pode-se garantir que ela
¢é verdadeira para n igual a:

a) 216 b) 162 ¢) 512 d) 261 e) 270

Relacdes

75. (U.E.LONDRINA-84) Em IR x IR, sejam (2m +n; m —4) e (m + I; 2n) dois pares ordenados iguais. Entdo
m'" é igual a:
a) -2 b) 0 ¢) % dy 1 e) \2

76. (U.F.MG-90) Sejam P = (a, b) e Q = (c, —2) dois pontos no plano cartesiano tais que ac < 0, b < 0
e ¢ > 0. Pode-se afirmar que:
a) P é um ponto do 19 quadrante. d) P é um ponto do 4¢ quadrante.
b) P é um ponto do 2?9 quadrante. e) P pode estar no 12 ou 49 quadrante.
¢) P é um ponto do 39 quadrante.

77. (U.F.UBERLANDIA-82) Dados os conjuntos A = {0, —=1, 1}, B = [I, 3, 4] e C = |0, 1}, temos
(A — B) x (C — B) igual a:
a) {(0, 0); (0, —1)] ) {(0, 0); (0, 1)} e) @ (vazio)
b) (=1, 0); (0, 0)f d) {(0, 1), (0, =D)}

78. (U.F.RN-83) Se n(4) = 3 e n(B) = 2, entdo (n(4 x B))"* ? #) ¢ no maximo igual a:
a) 1 b) 6 c) 12 d) 18 e) 36

79. (U.E.LONDRINA-83) Sejam os conjuntos A e B tais que A x B = [(—1; 0), (2; 0), (—1I; 2), (2; 2),
(—=1; 3), (2; 2)]. O nimero de elementos do conjunto A N B ¢é:
a) 0 b) 1 c)2 d) 3 e) 4

80. (U.F.PE-85) Assinale a tnica alternativa abaixo que representa o grafico do conjunto B x A4 onde
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A=1{l,2,3leB=x€ER:1<<x<2.

a) c) e)
YA vA v
34+ s 3 e o 3 -
|//|
¥ 1
24 % 24 e o 2
1 \//; 1 e o 1 -
0 102 x 0 HE x o 1 2 %
b) d)
v{ yA
3 s
2 P—o 2
11 e—0 14
0 102 M 0 T 2 X




81.

83.

84.

86.

TESTES DE VESTIBULARES

(U.F.BA-81) Sendo F = R x Z e G = IR* x IN*, a representacdo grafica de F — G é:

a) c) e)

b) d)

. (U.F.PA-84) Dados os conjuntos A = (a, b, ¢| e B = [a, b}, qual dos conjuntos abaixo é uma relagao

de A em B?
a) {(a, b), (b, b), (c, ©)} d) {(a, ), (b, b), (a, b)|
b) ((a, a), (b, b), (b, ¢)] e) {(c, b), (b, ©)]

c) {(a, a), (b, b), (a, 0)]

(UNICAP-86) Dada a relacao binaria em IN (conjunto dos nimeros naturais)
R = [(x, ) € NxIN | x+ y = 10} assinale, entre as alternativas abaixo, a unica correta.

a) R é reflexiva d) R ¢ transitiva
b, R é simétrica o (%275> &%

c) R é anti-simétrica

(U.E.CE-91)Se P = (1, 2, 5, 7, 8, entdo o nimero de elementos do conjunto W = {(x, ) € P% x < y| é
a) 8 b) 9 ) 10 d) 11

. (F.SANTANA-83) Seja a relacdo R, de A em A, definida por (x; ¥) € R <

\X, se x é par

7 i .SeA =10,1,2,3,4,5,6,7,8, 9], o nimero de pontos do gréfico carte-
x + 1, se x é impar

¥
=
b

siano de IR é:

a) S b) 6 c) 8 d) 9 e) 10
(PUC-RS-81) SejalRarelacigode A = x €EZ | -3 <x << 5|emB=[xE€Z -2 < x < 4|, definida
por x? = (y— 1)’ com x € Aey € B. O conjunto imagem de R é:

a) X EZ | 2<x<4 dxEZ|-3<x<5

b)) x EZ | -2<x<4 g REZ|-3<xg 5

) XEZ|-2<x< 4
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87.

(U.F.UBERLANDIA-82) Considerando a relagao R = {(a, b) € N x IN: @ + 2b = 6], entdo o dominio
e a imagem de R~ sao, respectivamente:

a)NeNN d) {0,2,4,6/e0,1,2,3
b) [0, 1, 2] e [2, 4, 6] e [0,1,2,31el0,1,23]
© [0, 1,2,3]el0, 2,4, 6

Funcdes

88.

89.

91

328

(U.F.PE-85) Dados os conjuntos A = {a, b, c,d] e B = (1, 2, 3, 4, 5], assinale a \nica alternativa que
define uma func¢do de A em B.

a) {(a, 1), (b, 3), (¢, 2)}

b) [(a, 3), (b, 1), (c, 5), (a, 1)}

o) {(, 1), (b, 1), (c, 1), (d, D]

d) {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (a, 4), (a, )}

e) (1, a), (2, b), (3, ¢), (4, d), (5, a)]

(U.F.PA-84) Sejam os conjuntos A = {/, 2] e B = {0, 1, 2. Qual das afirmativas abaixo é verdadeira?
a) f: x - 2x ¢ uma fungdo de A em B.

b) f:x - x+ I é uma funcdo de A em B.

¢) f:x— x— 3x+ 2 ¢éuma fungdo de A em B.

d) f:x— X’ — x é uma fungio de B em A.

e) f:x— x—1¢éuma funcdo de Bem A.

. (U.FORTALEZA-81) O grafico ao lado:

a) representa uma fungdo f : |a; b| — R.

b) ndo representa uma fungdo de |a; b| em R
porque existe y € IR que n3o é imagem de
qualquer x € [a; b]|.

¢) ndo representa uma fungdo de |a; b| em R Caba = s
porque existe elemento x € |g; b| com mais
de uma imagem. pd -

d) representa uma fungédo f: |a; b| — |p; d|.

e
=3 S,
v

(U.F.MG-82) Na figura estao esbogados os graficos de duas fungdes fe g. O conjunto
{x € R; fix) g(x) < 0} é dado por:

a)x >0oux < -1 YA
-1 <x<l

)0<x<?2 g
d-1<x<2 \ /
e)x < —-loux > 2




92. (U.F.MG-90) Observe o gréfico da fungao f.

YA

TESTES DE VESTIBULARES

Com base nesse grafico, pode-se afirmar que:

a) f assume o valor méximo em x = c.

b) f assume o valor minimoem x € x € R:d < x < ¢|.

¢) o conjunto imagem de fé (x € R: m < x < n|.

d) o dominiode féx ER:a < x < e|.
€) f nao esta definida em a.

=y

93. (U.C.SALVADOR-91) Sobre a fungao f, de |a, b| em IR, cujo grafico se vé abaixo, é verdade que:

a) f(x) < 0 para todo x no intervalo |d, e|.
b) f é crescente no intervalo |0, b|.

c) fe) > f(d).

d) ftem apenas duas raizes reais.

e) f(x) > 0 para todo x no intervalo |a, 0].

94. (U.F.PA-84) Dada a fungdo fde A = [0, /, 2)em B = (=2, -1, 0, I, 2] definida por f(x) = x — /, qual

o conjunto imagem de f?

a) (-1,0, 1]
b) {-2,-1,0, 1, 2}
©) {0, 1, 2]
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95. (U.F.MG-90) Dos graficos, o tinico que representa uma fungéo de imagem {y € IR: / < y < 4] e dominio
[xER:0gx< 3é

a) c) e)
Y ¥ YA
7 ) ST : 4
1 | 1
| . l
3 ! | I
| |
A : | |
21\: : i
I
Uy | B .
1 I : : o
—— > g
2 8 X 3 X 3 X
b) d)
Y
A et
1
1
1
I
1
|
1 :
1
1 2
X 3 X%

96. (U.F.MG-87) Das figuras abaixo a tinica que representa o gréfico de uma fungdo real y = f(x), x € |a, b], é&:

a) ) €)
Yy A v4\ YA
1
! I
| I I \/\/
|
1 | | | |
I
: | ] I : 1
: . : l : A
ol a b X o a b x o] 2 b x
b) d)
YA YA

\
=

ob—--=-—
x

{5 | I
x

(=]

@ foim
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97.

98.

99.

101.

102.

103.

104,

TESTES DE VESTIBULARES

(U.F.RN-84) A imagem da funcao f: R — IR, definida por f(x) =

1
, contém o elemento:
1+X
a) -2 b) 0 <) % d) 2 e) s

(V.UNIF.RS-80) Sejam V = [(P; Q)| P e Q sdo vértices distintos de um hexagono regular] e f uma fungdo
que associa a cada par (P; Q) e V a distancia de P a Q. O nimero de elementos do conjunto imagem de f é:

a) 3 b) 4 c) s d) 15 e) 30
(CESGRANRIO-85) Seja f(x) a fungdo que associa, a cada numero real x, o menor dos niimeros (x + /)
e (—x + 5). Entdo, o valor maximo de f(x) é:

a) 1 b) 3 c) 4 d) 5 e) 7

. (FGV-88) A funcao f ¢é tal que:

f(x) é crescente para x < ¢
f(x) é decrescente para x > ¢

Entdo, podemos concluir que:

a) ¢ é ponto de maximo de f.

b) ¢ é ponto de minimo de f.

¢) c é ponto de inflexdo de f.

d) f(e) > c.

e) n.d.a.

(U.E.CE-80) Seja F : IR — IR uma funcdo satisfazendo as seguintes propriedades:

1-f0) =1
II-fx+y) =fx)- fly) ¥x,yE€R
m-0< f(l) < 1

Entao o valor da expressdo f(0) + f(I) + f(2) + ... + f(9) é igual a:

£(1)'° = (1) o o f(1)!° -1
x*+x? _ Y 2
(CESGRANRIO-87) Se f(x) = ————— , entdo f(— —]) é:
x+ 1 2
5 3 =2 S 3
Do -3 93 933 93
e
(U.C.MG-81) O valor da expressdao y = _Oﬁ—x para x = —2,1 é:
0.5 T x
a) —1,6 b) -1,2 ¢} 1.3 d) 2,6 e) 3,1

-6’ +9x  x+3
x'-9

a) 100 b) 99 c) 98 d) 97 e) 96

(U.C.SALVADOR-91) O valor da expressdao ,parax = 99, é:

9. (U.F.MG-92) Suponha-se que o nimero f(x) de funciondrios necessarios para distribuir, em um dia, contas

de luz entre x por cento de moradores, numa determinada cidade, seja dado pela fungdo

300x

) = to0-x

Se o nimero de funcionarios necessarios para distribuir, em um dia, as contas de luz foi 75, a porcentagem
de moradores que as receberam é:

a) 25 b) 30 c) 40 d) 45 €) 50
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106. (U.F.MG-92) Em uma experiéncia realizada com camundongos, foi observado que o tempo requerido para

107.

108.

109.

110.

111,

113.

um camundongo percorrer um labirinto, na enésima tentativa, era dado pela funcao f(n) = (3 + i)
n

minutos. Com relagdo a essa experiéncia, pode-se afirmar que um camundongo:

a) consegue percorrer o labirinto em menos de trés minutos.

b) gasta cinco minutos e 40 segundos para percorrer o labirinto na quinta tentativa.
¢) gasta oito minutos para percorrer o labirinto na terceira tentativa.

d) percorre o labirinto em quatro minutos na décima tentativa.

e) percorre o labirinto, numa das tentativas, em trés minutos e 30 segundos.

(FUVEST-92) A fun¢@o que representa o valor a ser pago apds um desconto de 3% sobre o valor x de
uma mercadoria é:

a) f(x) = x—3 d) f(x) = —3x

b) f(x) = 0,97x e) f(x) = 1,03x

¢ f(x) = 1,3x

(U.E.CE-91) Sejam f: R — R e g : R — IR fungdes definidas por:

SO =x+2eg(x) =x—2.Sem=f cos%) e
n=g (sen %) , entdo m’ — n’ é igual a:
a) 242 b) 3J2 ¢) 42 d) 542

(UNICAP-87) Seja f : R — IR uma fungdo definida por f(x) = a 3%, onde a e b sdo constantes reais.
Dado que f(0) = 900 e f(10) = 300, calcule K tal que f(k) 100.

a) 40 b) 25 c) 15 d) 30 e) 20

o

(PUC-SP-80) A fungdo de Euler @ é definida para todo natural n > I da seguinte maneira: &(n) é o nu-
mero de nimeros naturais primos com n e menores que n. Quanto vale @(/2)?

a) 4 b) 5 c)3 d) 6 e 0

(CESGRANRIO-91) Para ser aprovado, um aluno precisa ter média maior ou igual a 5. Se ele obteve notas
3 e 6 nas provas parciais (que tém peso / cada uma), quanto precisa tirar na prova final (que tem peso
2) para ser aprovado?

a) 4 b) 4,5 ¢) s d) 5,5 e) 6

. (PUC-CAMP-80) Considerando N = {0, I, 2, 3, ...| e, ainda,

A=IxEN\%=n,n€N}
B=[xEN|3x+4<2x+ 9,

podemos afirmar que:

a) A U B tem 8 elementos. d) A N B possui 4 elementos.
b) AU B = A. e) n.d.a.
¢c)ANB=A.

(FATEC-88) Se y, = a+ix,y2 = a—%x,a > 0,a < cex < —a, entdo:
a

a)y, >0 e y, >0 dy <0 e y, <0
b))y, <0 e y, >0 e)y, =V,
y; >0 e y, <0
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114. (UNICAP-87) Se D C R é o dominio da fungdo g(x) = \J% , entdo podemos afirmar que D é:
X
igual a:
a) [-1, 1] b) [1, +) c) (-1, 1] d) -1, 1 e) (-1, 1)
115. (U.F.CE-92) O dominio da funcdo real g(x) = \( X _‘; é:
x —
a) [x €ER; x> 7|
b) x € R; x £ 2}
) xER;2<x<7T]
d) [x ER;x €£2oux > 7|
Funcgdes do 19 grau
116. (CESGRANRIO-91) Se (2 + 3)2 — x = 12, entdo x vale:
a) -2 b) —1 c) 1 d) 9 e) 13
117. (U.F.RN-83) Se § -3= % (2x + 2) — 4, entdo:
ax+9 =20 dox-1=0
b)x-9=0 e %x+1=0
Qx=1=10
118. (U.E.CE-82) Se x, ¢ a solugao da equacdo % + % = 16~ -';— , entdo o valor de x, estd compreendido
entre 0s nUmeros:
a) 17e19 b). 19 e 21 c) 21 e 23 d) 23 e 25

119.

120.

121.

= 2, em IR. Entdo:

(U.E.LONDRINA-83) Seja a solugio da equacio —— ‘; HA) AR ;’ L

a) 2a = 14 d) 32 = =21

b) a’ = -21 ea+l=0
11

o ==5

(U.F.MG-90) A raiz da equacao

Z(X; i 30&: 2 = x-g ! pertence ao intervalo:

a) (-6, 3| b) [-3, 1] o) -2, 0] d) [0, 2] e) 12, 6]

(U.F.MG-90) A raiz da equacio (y — I) (¥ + 1) — (y — 1)> + 2 = 9 — 7y pertence ao conjunto:

a) {%} d) {-1, 9]
11 £

b) {T 5 0} e) [0, 3|

e) (1,2
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122.

129.

334

(U.E.LONDRINA-84) Seja a fungdo f : IR tal que f(x) = ax + b. Se os pontos (0; —3) e (2; 0) pertencem
ao grafico de f, entdo a + b é igual a:

9 2 3

— b) 3 — d) - = |
a) 5 ) 3 g = e)

. (FGV-88) O grafico da fung¢do f(x) = mx + n passa pelos pontos (4, 2) e (—1, 6). Assim, o valor de m + n é:

22 7 13
L= N = 2,4
b) 5 c) 5 d) 5 e)

1

a)—'5

. (PUC-SP-82) No conjunto dos nimeros reais, a equagdo ax = b, na incognita x:

a) nao pode ter infinitas solugdes. d) tem infinitas solugdes se b # 0.
b) sempre tem solugdo. e) tem soluga@o tnica se @ # 0.
c) so tem solucdo se a # 0.

. (PUC-MG-92) Uma fungdo do 1° grau é tal que f(—/) = 5 e f(3) = —3. Entdo f(0) é igual a:

a) 0 b) 2 c)3 d) 4 e) =1

. (U.F.VICOSA-89) Uma fungao f é dada por f(x) = ax + b, onde a e b sdo nimeros reais.

Se f(—=1) = 3 e f(I) = —1, entdo f(3) ¢ o nimero:
a) 1l b) 3 c) -3 d) 5 e) -5

. (U.E.BA-84) A funcio f, de R em IR, definida por f(x) = (k% — I) - x + 3, & crescente se, e somente se:

a)k#lek#-1
b) k =1louk = -1
k>0
d-1<k<l

e) k< -louk >1

- (FUVEST-92) A tabela abaixo mostra a temperatura das dguas do oceano Atlantico (ao nivel do equador)

em funcdo da profundidade:

Profundidade | Superficie | 100 m | 500 m 1000m | 3000m
Temperatura 27°C 21°C ToC 4°C 2,8°C

Admitindo que a variagao da temperatura seja aproximadamente linear entre cada duas das medigoes feitas
para a profundidade, a temperatura prevista para a profundidade de 400 m é de:

a) 16°C b) 14°C ¢) 12,5°C d) 10,5°C e) 8°C

(FATEC-89) O gréfico da fung¢do, definida por:

. . . 3
a) intercepta o eixo x no ponto de abscissa — Fik

b) intercepta o eixo y no ponto de ordenada — % 5

. . T i 9
¢) determina, com os eixos coordenados, uma regido triangular de area 6

d) passa pela origem do sistema cartesiano.
e) nao admite raiz real.
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130. (U.F.MG-90) Sendo @ < Oe b > 0, a iinica representagdo grafica correta para a fungdo f(x) = ax + b é:

a) c) e)

b) d)

XY

[\ X
131. (PUC-SP-80) Para produzir um objeto, uma firma gasta Cz§ 1,20 por unidade. Além disso, ha uma despe-

sa fixa de Cz8 4 000,00, independente da quantidade produzida. O preco de venda ¢ de Cz§ 2,00 por uni-
dade. Qual é o numero minimo de unidades, a partir do qual a firma comega a ter lucro?

a) 1800 b) 2 500 c) 3 600 d) 4 000 e) 5000

132. (VUNESP-85) Um botanico mede o crescimen-
to de uma planta, em centimetros, todos os altura em cm
dias. Ligando os pontos colocados por ele num
gréfico, resulta a figura ao lado. Se for manti-
da sempre esta relagdo entre tempo e altura, a
planta tera, no 30° dia, uma altura igual a:

L o .
tempo em dias

211 p—
Py S——

a) Scm b) 6 cm c) 3cm d) 15 cm e) 30 cm

133. (FGV-81) Duas fungdes importantes em financas sdo: Receita Total: RT = P x Q e Custo Total:
CT = CF+ CVUX Q, onde: P = prec¢o de venda unitdrio; CF = custo fixo; CVU = custo varidvel unita-
rio; Q = quantidade produzida e vendida.

A Metalurgica Atlas S.A. produz uma peca, para a qual sdao conhecidos os seguintes dados (mensais):
P = Cz§ 5 000,00; CF = Cz§ 100 000,00; CVU = Cz§ 2 000,00; Lucro = L = RT— CT = Cz§ 800 000,00.
A Metalurgica Atlas, a fim de enfrentar seus concorrentes, decide reduzir em 20% o preco de venda unita-
rio (P), mas pretende obter o mesmo lucro, através do aumento em Q. Este aumento (em %) devera ser de:

a) 20% b) 150% c) 40% d) 50% e) 10%

134, (U.F.MG-92) Para alimentar seus passaros, um criador compra, mensalmente, ragdo e milho num total
de 7 000 kg. A ragdo custa Cr§ 400,00 o quilograma e o milho, Cr§ 250,00.
Se x representa a quantidade, em quilogramas, de ragdao comprada, pode-se afirmar que a funcdo-gasto,
em cruzeiros, ¢ dada por:

a) g(x) = 150x, 0 < x < 1000 d) g(x) = 250x + 400 000, 0 < x < 1 000
b) g(x) = 400x, 0 < x < 1000 €) g(x) = 400x — 250 000, 0 < x < 1 000
¢) g(x) = 150x + 250 000, 0 < x < 1000
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135.

136.

138.

139.

140.

141.

336

(U.F.GO-84) O menor multiplo de 3 que satisfaz a inequacd@o x + 5 < 2x — ] é:
a) 12 b) 9 c) 6 d) 3 e) 0

(U.F.SE-84) Quantos nimeros inteiros, estritamente positivos, satisfazem a inequacao

3
T & I 47
b 4 > X

a) nenhum b) dois c) trés d) quatro ¢) infinitos

. (PUC-SP-84) O menor numero inteiro k& que satisfaz a inequagao 8 — 3(2k — /) < 0 ¢é:

a) -2 b) -1 ¢) 0 d) 1 e) 2
(CESGRANRIO-84) Se @ < -2, os valores de x tais que % (x—a) < = (x+ 2)sdo aqueles que satisfazem:

a)x<a-—2 dx>a-2
b) x < —2a e)a-—
c) x > 2a

[3¥]

<x<2-a

(FATEC-88) Os graficos cartesianos das fungdes fe g, de IR em IR, interceptam-se num ponto do 1° qua-

drante. Se f(x) = x+ 7 e g(x) = —2x + k, onde k ¢é constante, entdo & satisfaz a condi¢do:
a)k >7 d-1<k<g0
b))l <k<g7 &) -T<k<g -1
gkl
(CESGRANRIO-88) O numero axEe ¢ o seno de um angulo. Pode-se afirmar que:
7
a) -1 <x<5$§ d)—TSXSI
7 3 7
-1 < = S XK=
b) X = 3 €) > X 3
c) -1 xL£2
(U.F.MG-92) Observe a figura. o B c
20 m E T
L, / |
10m /
L.,
}———12 m_—{

O retangulo ABCD representa um terreno e o trapézio hachurado, uma construcgdo a ser feita nele.
Por exigéncias legais, essa construcdo deve ter uma area, no minimo, igual a 45% e, no maximo, igual
a 60% do terreno.

Todos os valores possiveis de x pertencem ao intervalo:

a) (17, 26| d) 17, 18
b) [13,5, 18] e) |18, 26)
o) (14, 18]
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142. (U.F.R.PE-87) Suponha que x e y representam quantidades de dois bens, sendo, por isso, nuimeros ndo
negativos. Nas alternativas abaixo aparecem sombreadas algumas regides do plano xy. Indique qual delas

143.

representa o conjunto solugdo do sistema de inequagao:

x+2y >4
Ix+ y>6
a) Y ¢) e) AY
3 \
5
~
~
0] 5 X 0 \ 5 TN X
b) y d) Y
\ \s
5
~ N
5
0 5 X 0 \ \ X

(U.F.R.PE-91) Quantas solucdes possui o sistema

y < 3x
y<-3x+6
x> 0

. iais que x e y pertencam a Z?

144.

145.

a) 0 b) 1 c)2 d) 3 e) 6

(CESGRANRIO-85) Os valores positivos de x, para os quais (x — /) (x — 2) (x + 3) < 0, constituem 0

intervalo aberto:

a) (1, 3) b) (2, 3) ¢) (0, 3) d) (0, 1) e) (1, 2)
(U.E.LONDRINA-84) Quantos nimeros inteiros satisfazem a inequagao ‘1‘ :r i =07
a) 2 b) 3 <) 4 d) 5 e) 6
+ (U.F.SE-84) O conjunto solucdo da inequagao % < 0,em R, é:
i —
5
-3; =— d) |—eo; —
= ]
5 5
b) |-3; = —o; =3 U |=—; +
It | @ [ u ]3]
5
-3; =
o =3
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147. (CESESP-86) Um pecuarista deseja cercar com mourdes e arame farpado um terreno de forma retangular.
Dispde para isso de /42 mourdes, 888 grampos e arame em quantidade suficiente. A construgao da cerca
deve obedecer aos seguintes critérios:

i) Dois lados paralelos tém cercas do tipo 4 e os outros dois lados cerca do tipo B.
i) A distancia entre cada mourao das cercas do tipo A é de / m, enquanto nas cercas do tipo B essa distan-
cia é de 2 m.
iii) As cercas do tipo A tém 4 fios de arame e as cercas do tipo B tém 8 fios, sendo que 4 fios s3ao comuns
a ambos os tipos de cercas.
iv) Para cada fio de arame é batido um e sé um grampo em cada mourao.
Admitindo-se que x e y sdo respectivamente os comprimentos dos lados do retdngulo que tém cercas do

tipo A e B, assinale a tnica alternativa cuja parte tracejada da figura representa o conjunto dos pontos
do plano que satisfaz as condigdes impostas.

a) c) e)
Y Y YA
142 142 142
110 110 110
71 110 71 110 x 71 110«
b) d)
VA Vi
142 142
110 110
71 110 ol 71 110 'x

148. (U.F.MG-90) O conjunto de todos os valores reais de x que satisfazem a desigualdade :I >0¢
a) vazio dxE€R:x > -1j
b) x E R:x < —1] k€ER:LX>~1]
OXxER:%x < —1]
= x+1
149. (U.F.UBERLANDIA-81) O dominio da fungio real f(x) = \) 3 é:
-x
A)xE€ER| -1 <x<2 dxeER|x<-1aAx>2
b)x ER|-1<x<2 e)XxXER|x<-1vx>2

OKXER|-1<x<2
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(EAESP-FGV-80) Resolver a inequagdo: % s I
a)2<x<3 d) x >3
b)2<x<3 e) n.d.a.
) -3<x<-1/2
J e
. (U.C.SALVADOR-92) Qual ¢ o menor numero inteiro que satisfaz a inequacao <=7 2 > I
1
2
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

Funcao quadratica

152.

156.

157.

(PUC-MG-92) Uma fungao do 29 grau é tal que f(0) = 5, f(I) = 3 e f(—1) = 9. Entao f(2) é:
a) 0 b) 2 ¢ 3 d) -3 e) =5

. (FUVEST-89) O grafico de f(x) = X2+ bx+ ¢, onde b e ¢ sdo constantes, passa pelos pontos (0, 0) e (/, 2).

Entao f (— %) vale:

2 2 1 1
a) Y b)? c) 7 d) 4 e) 4

. (V.UNIF.RS-80) Para que a parabola de equacdo y = ax? + bx — I contenha os pontos (=2; 1) e (3; 1),

os valores de a e b sao, respeciivamente:

a)3e-3 d)—; &=3
1 1 1
— e - — 1 g ===
b) 3e 3 e) e3
1
3 -
c)3e 3

. (U.MACK.-80) O ponto (k, 3k) pertence a curva dada por f(x) = x? = 2x + k; entdo, k pode ser:

a) -2 b) —1 c) 2 d) 3 e) 4

(U.E.CE-80) Dados trés pontos no plano cartesiano, nao colineares e com abscissas distintas duas a duas,
o numero de fun¢des quadraticas que podem ser encontradas de maneira que esses pontos pertengam aos
seus graficos é:

a) 0 b) 1 c) 2 d) mais que duas
(V.UNIF.RS-80) Os niimeros minimo e maximo, respectivamente, de pares ordenados com pelo menos uma
coordenada nula que o conjunto
A= (x;y)eR*|y=ax’+bx+c)
pode apresentar, fixados ¢ € R*, b € Re ¢ € IR, sdo:
a)0e?2 b) 0e3 c)le2 d)le3 e)2e3

. (U.F.RS-82) Se x?+ bx+ ¢ = 0e 2(x + 1)’ = 0 sdo equagdes equivalentes, entdo b + ¢ é:

a) 1 b) 2 03 d) 4 ) s
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159.

161.

162.

163.

165.

167.

168,

169.
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(U.F.MG-90) A soma de todas as raizes da equagdo (x — I}’ — (x — I) (x + 4) = (x— 1) (x + 1) é
a) -5 b) -2 c) 2 d) 5 e) 6

. (CESGRANRIO-85) Os valores do pardmetro p, para os quais a equagdo x° + x + (p? — 7p) = 0 tem

uma raiz nula, sdo:

a)2eS$ b) —5¢=2 c)3ed d)Oe? e=7e3

(CESGRANRIO-88) Se ¢ igual a / (um) uma das raizes de x?+ bx + ¢ = 0, entdo os coeficientes b e ¢
satisfazem a condi¢do:

Abh=-t—1 dbt+c=1
b) bc =1 eeb—c=1
c)b=c

(VUNESP-85) Sempre que o discriminante da equagdo ax’ + 2bx + ¢ = 0 ¢é igual a zero, com @ # 0 e
b +# 0, entdo a, bec:

a) formam uma progressao geométrica. d) sao negativos.
b) formam uma progressdo aritmética. e) sdo diferentes.
¢) s3o positivos.

(FUVEST-83) A equacdo x’> — x + ¢ = 0, para um conveniente valor de c, admite raizes iguais a:
a) -lel b) zeroe 2 c) —1 e zero d) le-3 e) —le2

. (U.F.RS-84) A equagdo do 2° grau ax? + ax + 1 = 0 tem uma raiz de multiplicidade 2. Essa raiz é:

1 "} 1
a) > b) 2 c) > d) 2 e) 4

(U.F.MG-82) Se a equagdo x° + px + ¢ = 0 admite raizes reais simétricas, entdo:
ayp=1¢e g=0 dp=0¢e g>0

bbp=1¢ gq>0 e)p=0 e g<0
op=1 e q<0

. (U.F.MG-89) Considere a equacdo do segundo grau, em X, x? - m-2)x+m+2=0.

Pode-se afirmar que o conjunto de todos os valores de m, para os quais a diferenca entre as raizes da equa-
¢d0 seja 4, é:

a) (2] b) [10] c) (-2, 10} d) {2, 2} e) {2, 10}

(U.F.RS-83) As raizes de x° + 2ax + > — b> = 0, com @ € R e b € R, nunca sio nimeros:

a) naturais.

b) inteiros negativos.

¢) racionais e ndo inteiros.
d) irracionais.

e) complexos e nao reais.

(F.SANTANA-83) Considerem-se dois niimeros cuja soma ¢ /8 e cujo produto é —32. A soma dos inversos
desses nameros ¢ igual a:
16 9

i b -5 T

1 9
STy e
(PUC-RJ-82) A diferenca entre dois nimeros é 28 e seu produto é 333. Entdo sua soma é:

a) 16 b) 26 c) 36 d) 46 e) 56



170.

171
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(PUC-SP-85) Qual é a fungao do 29 grau cuja unica raiz € —3 e cujo grafico passa pelo ponto 4 = (=2; 5)?

a) f(x) = 5x% + 30x +45 d) f(x) = X2+ 10x + 21
5 2 5 15 2
b) f(x) = s X 2 X 2 e) f(x) = —x 9

Q) f(x) = —=5x* —20x — 15

(F.SANTANA-83) Sejam % €= , respectivamente, a soma e o produto das raizes da equagdo
2x?+ bx+c = 0. O valor de b +

a) —8 b) -2 c) 1 d) 2 e) 8

S
2
i

. (PUC-MG-92) As raizes da fungdo quadrética y = 2x? + mx + I sdo positivas e uma ¢ o dobro da

outra. A soma dessas raizes é:

a) 2,4 b) 2,1 c) 1.8 d) 1,5 e) 1,2
(FUVEST-84) A equagao = #+ sz— —] = 0 tem duas raizes. A soma e o produto dessas raizes
sdo iguais a:

a) -2 b) 0 c)3 d) —4 e) 1

74. (U.F.GO-80) O valor de k para que a soma das raizes da equacao (k — 2)x? = 3kx + 1 = 0 seja igual

ao seu produto é:
a) 1/2 b) 1/3 c) 2/3 d) =372 e) —-1/3

. (PUC-SP-85) Se as raizes da equagdo x? + bx + 12 = 0 sdo, cada uma, 7 unidades maiores do que as

raizes de x? + Bx + 12 = 0, entdo:

a) B =-5 dBg=1
b)B =S5 e) faltam dados para determinar 3
e)B=-17

(CESGRANRIO-80) Seja P(x) = x2+ bx + ¢. Um polinémio do _2? grau cujas raizes sdo iguais ao dobro
das de P(x) é:

a) 4x* + 2bx + 4c d)y x> —bx +¢
b) x* + 2bx + 2¢ e) x>+ 2bx + 4c
c) 2P(x)

7. (U.C.SALVADOR-91) Um professor dispunha de /44 doces para dividir igualmente entre os alunos de

sua classe. Como no dia da distribuicao faltaram /2 alunos, ele dividiu os /44 doces igualmente entre os
presentes, cabendo a cada aluno / doce a mais. O niimero de alunos presentes no dia da distribui¢do era:

a) 36 b) 40 ¢) 42 d) 48 e) 50

. (PUC-SP-80) A equagdo x + y = x - y com duas incognitas reais:

a) ndo admite solugdo com x > Oey > 0.
b) admite solugdo com x < Oe y < 0.

c) tem uma unica solucao real.

d) tem exatamente duas solugdes reais.

e) ndo admite solucdo em que x = /.

79. (U.C.SALVADOR-91) Um especulador comprou délares na segunda-feira gastando 90 000 cruzeiros. Na

terca-feira, com o dolar /0 cruzeiros mais caro, o especulador voltou a comprar ddlares, gastando /44 000
cruzeiros. Nos dois dias, ele comprou / 500 délares. Quantos foram comprados na terga-feira?

a) 1100 b) 1050 c) 1000 d) 950 e) 900
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180.

181.

182.

183.

184.

186.

187.

188.

(U.F.PE-81) Sabendo-se que a soma dos quadrados das idades de Pedro e Paulo é S e que o produto das
mesmas é P, assinale a alternativa cuja equacdo tem como raizes as respectivas idades.

a) X2-SX+P =0 d) X2-({S+2P)X+P =0
b) X2 - (JS+2P)X +JS+2P = 0 e X2-PX+S =0

) X*+SX-P =0

(U.F.MG-81) Uma das raizes da equacdo ax’—ax+c = 0,coma#0,¢ x; = 0. A outra raiz é:
a) 2 b) 1 c) 0 d) -1 e) —2

(CESGRANRIO-84) Seja 7 a diferenca entre as raizes da equagdo 4x° — 20x + ¢ = 0. Entdo, o valor da
constante ¢ é:

a) —24 b) —20 c) —16 d) 4 e s

(CESGRANRIO-83) Se m e n sdo as raizes de x> — 6x + 10 = 0, entdo —rjn— + —’1’- vale:

a) 6 b) 2 o1 ay = &) L
5 6

(U.FORTALEZA-82) Se a soma dos quadrados das raizes da equagdo x° + px + 10 = 0 é igual a 29, o
valor de p? é multiplo de:

a) 2 b) 3 oS d) 7

5. (U.C.MG-82) A equagdo (x? + 2x)’ —=2(x? + 2x) — 3 = 0 tem uma raiz dupla igual a:

a) -3 b) -1 )0 d) 1 e) 3

(FGV-81) Equacao de oferta (Eo) é uma funcdo econdmica que relaciona o preco de venda unitario (p)
com a quantidade (x) oferecida pelo produtor. Equagdo de demanda (Ed) é uma fun¢do econdmica que
relaciona prego de venda unitario (p) com a quantidade (x) demandada pelo consumidor.

SejaEo=2x+p—10=0
Ed=p*-8&-5=0
Determinar o ponto de equilibrio (PE) entre as 2 fungdes.

Nota: 1. O PE ¢ dado por um par de valores (x, p) que satisfaz as duas equagdes.
2. Em Economia, sé interessam valores x > 0, p > 0.

a) (=9,00; 0,50) d) (2,50; 5,00)

b) (2,90; 4,00) e) n.d.a.

c) (0; 0

(U.F.RS-81) O maior numero real, cuja soma com o proprio quadrado ¢ igual ao préprio cubo, é:
-1-3 1-45 1+45 3+45

a) 0 ) s g —5— @ = 0 —

(FGV-81) Uma empresa produz quantidades x e y de duas substincias quimicas, utilizando o mesmo pro-
cesso de produgdo. A relagdo entre x e y é dada por:

x—2)(y—3) =48

Essa equacdo ¢ denominada curva de transformacao de produto. As quantidades x e y que devem ser pro-
duzidas de modo a se ter x = 2y sdo tais que:

aQ)x <20 e y>10
b)x<20 e y<10
c)x<10 e y<10
d)x>20 e y<10
e)x<10 e y<5
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(CESGRANRIO-81) Se o par (x, y) de numeros reais é solu¢do de
{xz -y =5
Xy =6
podemos concluir que (x — y)° é:
a) 0 b) 1 045 d) 5 €) 36

(U.F.MG-90) Para que o trindmio do segundo grau y = ax’ + bx + ¢ tenha um minimo no ponto (0, 4),
0s numeros reais a, b, ¢ devem satisfazer as seguintes condigdes:

a)a<0,b=0,c=4 dda=4b<0,c=0
b)a>0,b=0,c=4 ega=4b>0,c=0
gga=Lb=0,¢>4

(U.MACK.-80) Em y = ax’+ bx+ec, (a # 0), com a, b e c reais, tem-se y maximo para x = 2. Entdo:

L = —4eaco 2 -dec<o

a a
b)b=-4ea>0 €) b = 4a com a e ¢ quaisquer
<) %— = 4 e a qualquer

(U.F.PR-83) Se 2x + y = 3, o valor minimo de vx’ + y &

2 ) R d) —J:z e) {3

1
35 b3 7

3. (U.F.MG-92) Uma das raizes de f(x) = (x — @) (x — b) é igual a 4 e o grafico de f passa pelo ponto

(5, 12). Pode-se afirmar que o minimo da funcdo é:

121 3 121 _i _
3 b)T c) — d) 5 e) — 28

a) — 2

(ITA-80) No sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, a curva y = @x ?+ bx + c passa pelos pontos
1, 1), (2, m)e(m, 2), onde m é um numero real diferente de 2. Sobre esta curva podemos afirmar que:
a) Ela admite um minimo para todo m tal que 1/2 < m < 3/2.

b) Ela admite um minimo para todo m tal que 0 < m < 1.

c) Ela admite um méximo para todo m tal que ~1/2 < m < 1/2.

d) Ela admite um méaximo para todo m tal que //2 < m < 3/2.

e) Ela admite um maximo para todo m tal que 0 < m < 1.

(PUC-MG-92) O ponto extremo ¥ da funcdo quadratica f(x) = x* — 6x + 8 é:
a) um maximo, sendo V = (3, —1I).

b) um minimo, sendo V = (=3, +/).

¢) um maximo, sendo V = (=3, +1).

d) um minimo, sendo V = (3, +1).

€) um minimo, sendo V = (3, —1I).

. (U.FORTALEZA-81) Considere a fun¢do f : R = IR, definida por ) = x? = 2x + 5. Pode-se afirmar

corretamente que:

a) o vértice do grafico de f é o ponto (7, 4).

b) f possui dois zeros reais distintos.

c) f atinge um méximo para x = /.

d) o gréfico de f é tangente ao eixo das abscissas.
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197.

198.

200.

(%3
=
[

(CESESP-86) Um fabricante vende, mensalmente, x unidades de um determinado artigo por
V(x) = x? - x, sendo o custo de produgio dado por c(x) = 2x° - 7x + 8. Assinale a alternativa corres-
pondente ao numero de artigos que devam ser vendidos mensalmente de modo que obtenha o lucro maximo.
a) quinze unidades d) trés unidades

b) cinco unidades e) nenhuma unidade

¢) mil unidades

(U.F.GO-84) Seja A (x) a area do triangulo cujos vértices s3o os pontos (0, 0), (x, 0) e (x, x). Entdo para
0 < x < I, podemos afirmar que:

a) ¥y = A(x) é uma fungdo crescente de x.

b) ¥ = A(x) ndo define funcdo.

c) o valor maximo de y = A(x) é /.

d) y = A(x) é uma funcdo linear.

e) o valor de A (x) para x = %é%.

. (U.F.PE-85) Um fabricante pode produzir sapatos ao custo de Cz§ 200,00 o par. Estima-se que, se cada

par for vendido por x cruzados, o fabricante venderd por més 800 — x (0 < x < 800) pares de sapatos.
Assim o lucro mensal do fabricante é uma funcdo do preco de venda. Assinale a alternativa que indica
em cruzados o pre¢o de venda, de modo que o lucro mensal seja maximo.

a) 200 b) 500 c) 600 d) 350 e) 400

(U.F.PE-81) Considere a seguinte fun¢do quadratica f(x) = x? = 5x + 6. Assinale a alternativa corres-
pondente ao conjunto de todos os pontos onde esta funcdo é crescente.

a) (-5 2] U [3; +=) d) (2,5; +o)
b) [2; 3] e) [2; 2,5]
€) (—==; 2,5)

. (VUNESP-84) Uma funcdo quadratica tem o eixo dos y como eixo de simetria. A distdncia entre os zeros

da fun¢do é de 4 unidades, e a fun¢do tem —5 como valor minimo. Esta fun¢do quadratica é:

a)y=5x%—4x—5 dy=-=>x*-5
b) y = 5x* — 20 ey =—x"-20

5 2
==x*=5
oy 4x X

. (U.F.SE-84) O grafico da funcdo f, de IR em IR, definida por f(x) = —2x% — x é uma parabola cujo vérti-

ce é o ponto:
B [Py e, 1
o (-5:-3) @ (5:3)
L., .1 I N
b)(T’ 2) e)( 4'8)

A [ Y
c)( ra s)

. (PUC-RS-80) A imagem da fungio f: IR = IR, definida por f(x) = x? — 1, ¢ o intervalo:

a) [=1; +) d) (—%; —-1)
b) (-1; +e) €) (—; 1]
c) [0; +o0)
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204. (V.UNIF.RS-80) A imagem da funcdo f : IR = R definida por f(x) = —x° + x — 2 é:

a) (—o; -2| : d) [7/4; +)
b) [2; +) €) (—o; —7/4|
C) (—o; 7/4)

205. (PUC-MG-92) O conjunto imagem da func¢do f: |~ \3, 1| = IR definida por f(x) = 22+ 1é:
)

;)yg:zyi) <3 OYER; 3Ly <
e ' 1 dyER1<Ly<
206. (U.F.PA-85) A parabola de equagdo y = x? — 5x — /4 é simétrica em relacdo 4 reta:

a)y =x x=-2 )x=7 d) x = 5/2 &)y = —x

207. (U.C.SALVADOR-91) Considere a fungio f, de R em R, dada por f(x) = 4x — x°. Representando-a gra-
ficamente no plano cartesiano, obteremos:

a) <) e)

7—4 0 X 0 4\ x 0 x

b) d)

208. (U.F.MG-90) O gréfico da funcdo quadratica y = ax? + bx + ¢ é:

Pode-se afirmar que:
a)a>0,b=0,c¢
b)a>0,b=0,

c)a>0,b>
da<0,b=
e)a<0,b

I
(=}
v A
o O © o o
<

|
L

6 6 6 o6
\Y

1l

A
bl
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209. (U.MACK.-80) A equacdo gue melhor se adapta a curva é dada por:
a) x =17 = 8(y -2 y
b) (x — 1) = —8(y — 2)
Q) (y-27=8x-1
d) (v -2 = -8 — 1)’

e) x* = —8(y — 2) /
/ \

210. (U.F.PE-81) O gréfico abaixo representa a fungdo real f(x) = bx? + ax + c.

A

"

Assinale a tnica alternativa correta.
Ay bi—dac>0 e a>0 YA
b) a’ — dbc > 0 b>0

e

€
c)a’—4bc >0 e b<0
d)b*—4ac >0 e a<0

e)a<lh e ¢c=0 \

211. (CESGRANRIO-80) O grafico do trindmio do 2° grau x’+bx+céoda figura:

Podemos concluir que:

a)b=-1 ¢ c=0 yﬁk
B)b=0¢e& c= ~1
gb=1 e& =1
ddb=-2 e c=0

e)b=4 e c=0

xv

212. (U.F.MG-92) O grafico da fun¢do quadratica y = ax’ + bx + ¢, a # 0, tem (5, 3) como ponto mais pro-
ximo do eixo das abscissas e passa pelo ponto (/, 4).
Todas as afirmativas sobre essa fun¢do estdo corretas, excero:
a) A fungdo ndo tem raizes reais.
b) Obrigatoriamente se tem @ > 0.
¢) O eixo da simetria do gréfico é a reta x = 5.
d) O gréfico passa pelo ponto (9, 4).

e) O gréfico corta o eixo dos y no ponto (0, %)
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213. (U.F.PE-85) Considere os trinémios 7,(x) = a,x” + ¢, e £,(x) = a,x’ + ¢, com representagdes graficas
dadas por:

215.

216.

~
-

Assinale a alternativa correta:

a) a,
b) a,
c) a,
d) a,
e) a,

a)y
b)y
c)y

>

<
<
>
>

I

2
2
a
a4

o o o 0o o

a,

¢ <6
¢ <6
>0
c>c
g <c

2x*—4x -5
—x2 + 4dx

x* =10

YA

(x, t, (x))

1 ix, t, (x))

. (VUNESP-85) A equagdo cujo grafico esta inteiramente abaixo do eixo dos x é:

dy=-x+5
ey = —2+4x—4

(U.F.PA-85) O grafico da funcio quadratica y = x? + px + ¢ tem uma s6 intersec¢do com o eixo dos

x. Entdo os valores de p e g obedecem a relagao:

a) q = p2/4
b) q* = p/2
¢) g = —p/4

d) q® = 4p
e) q° = —4p

(U.F.SE-84) O trindmio y = x? + 2kx + 4k admitira duas raizes reais e distintas se, e somente se:
a) k >4

b)0 <k <4
c)k >0 e k#4

a) é positivo para todo real x.
b) tem 2 zeros reais distintos.
¢) é negativo para todo real x.

d k<0 ou k>4
e)k#0 e k#4

. (PUC-CAMP-80) Em relag¢@o ao trindmio -7+ x - 8 podemos afirmar:

d) muda de sinal quando x percorre o conjunto de todos os numeros reais.
e) n.d.a.

. (U.E.BA-84) O trinémio y

a) negativo, ¥ x € R.

b) positivo se x # / ex#% 5
¢) negativo se —/ < x < 1.

d) positivo se % ¥ <1,

. 1
€) negativo se x > — i

a) (—o; —1]
b) [-1; +)
o) |-1; 0]

-7+ 3x— 1 &

. (U.C.MG-81) A solugdo da inequacdo x? < x é o intervalo real:

d) [-1; 1]
e) [0; 1]
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220.

224.

(U.E.LONDRINA-84) O conjunto dos valores reais de x, que tornam verdadeira a sentenca 2x° — x < I, é:
a){xElR|—%<x<l} d){xElRl%<x<ll

b)[xElR|x>loux<—%} e)[xEIR|x<—%]

c)[xEIR|x<I}

. (CESGRANRIO-81) O menor inteiro positivo N tal que 3n < % NWN-1)é:

a) s b) 6 )7 d) 8 €9

. (U.F.MG-89) Seja f uma funcao real de variavel real dada por f(x) = fn(—x? + 3x — 2). O conjunto de

todos os nimeros reais no qual f estd definida é:

a)XxER:x<loux > 2 d) R
bixER:0<x< 1} e)[xER:2<x<3
g xE€ER:1 <x< 2

. (UNICAP-87) Seja f : R = IR a fungdo definida por f(x) = 9x? — 6x + k. Assinale a tinica alternativa

que indica os valores de K € IR para os quais se tem f(x) > 0 qualquer que seja x.

a)K >0 b) K < -3 K>3 d) K < -1 e)K>1
(FGV-88) O lucro L de uma empresa é dado por L = —x? + 8x — 7, onde x é a quantidade vendida. O
lucro serd positivo se, e somente se:

a)2<x<S5 do<cx <12

b)x >7oux<1 e) x> 12

)l x<'T7

- (U.F.MG-87) O maior nimero « tal que a < x> — 4x + 12 para qualquer valor real de x é:

a) -8 b) —6 c) 4 d) 6 e) 8°

(CESGRANRIO-91) A menor solugédo inteira de X’ -2x-35<06é

a) =5 b) —4 c) -3 d) -2 e) =1

(UNESP-91) O conjunto solu¢do da inequagéo (x — 2)? < 2x — 1, considerando como universo o conjun-
to IR, esta definido por:

a)l<x<S5 dl<x<4
b)3<x<5 e2<x<S5
c)2<x<4

- (CESGRANRIO-89) As solugdes de x? — 2x < 0 sdo os valores de x pertencentes ao conjunto:

a) (0, 2) d) (==, 0) U (2, +=)
b) (==, 0) e) (0, +)
©) (2, +)

“7. (CESGRANRIO-90) Se a equacio /0x? + bx + 2 = 0 ndo tem raizes reais, entdo o coeficiente b satisfaz

a condigdo:
a) —4J5 < b < 45 d)0<b<8s
b) b < 45 e) 8/5<b<0
)b >45
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. (CESGRANRIO-88) Se a equagdo 7x* + bx + 2 = 0 ndo admite raizes reais, o coeficiente b satisfaz a

condi¢do:
a) b < —14,2 d) =142 < b < 14,2
b) Ibl = 2,14 e) b < 14,2

¢) 214 < b < 2J14

. (U.F.MG-90) O conjunto de todos os valores inteiros de &, para os quais o trindmio do 29 grau em x,

y = % x?2+ (k + I)x + k, ndo tenha raizes reais, ¢:

a) =3, 2,1, 1] d) {-2, -1, 0}
b) |-2,-1,0,1, 2] &) -2, =1}
©) [=2,-1,0, 1

. (FATEC-87) Os valores de k, k € Z, para os quais a equa¢do kx° + 9 = kx — 3 ndo admite solugio real,

pertencem ao intervalo:

a) |-, —10] d) |0, 50|
b) |-10, =5| e) |48, 100]
) -2, 0]

. (V.UNIF.RS-80) O conjunto (x € R | f(x) < 0}, onde f: IR — IR ¢ definida por f(x) = ax’ + 2a’x +

+ aj, coma < 0, é:

a) @ d) (== a) U (a; +)
b) (=o; =a) U (~a; +x) e) (—a; a)

¢) (—; —a) U (a; +)

(U.MACK.-81) Para todo x real x> — Kx + 4 > 0 se, e somente se:
a) Kl < 4 b) Kl < 4 o 1Kl > 4 d) 1Kl > 4 e) IKI/0

5. (F.C.M.STA.CASA-82) A fungdo quadratica f, definida por f(x) = (m — I)x? + 2mx + 3m, assume

valores estritamente positivos se, e somente se:

a)m<00um>% c)m>% eem<O0

b)0<m<% dmc<]1

. (U.F.MG-92) Seja f e g fungdes reais de variavel real tais que g(x) = x — 7 e a funcao f, do segundo grau,

o grafico representado na figura.

=<V

0 N _7F

O conjunto solugdo da desigualdade f(x) - g(x) > 0 é:

a) X ER:x < 2o0ux > 5 d) @
b) x ER:1 <x<2o0ux > e) R
OXEMR:2<x<<Soux >

1
f
1
)
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237. (U.F.MG-89) O conjunto de todos os valores reais de x que satisfazem a desigualdade
-9 (-3 < o0&
a) x€ER:x< -3 dxER:3€<x<9
b)xER:-3 <x< 3 e)ixER:x>9
S XER:x > 3]

238. (U.F.PA-84) Sejam os conjuntos:

A=xER|x¥*-1<0e
B=[x€QlIxI—-2x2 + x = 0]

Entdao, A N B é:

a) [-1; 1] d) [0; 1
b) (0; —1] e) [0; 1]
©) (-1, 0, 1
\i 5
239. (EAESP-FGV-80) Determinar o dominio da fun¢io: f(x) = :77 "
NXS = F
a) (x €ER | x $~\§oux >.\5)
b)(xEIR‘xsk—loux%l)
) (xER|—-\5<x <5
ddx€ER|x<-loux>1)
e) n.d.a.
240. (FGV-81) Dado o sistema de inequagdes:
-2 +3x+2<0
X+ x-2<0
o intervalo que satisfaz estas inequacdes tem amplitude:
a) 3/2 b) 1/2 ¢) infinito d) 1 e) n.d.a.

241. (U.F.RS-84) As fungdes reais f e g sao definidas em D por f(x) = \;“’ —x+1le gl¥) =x~— U
Se f = g, entdo D é subconjunto de:

a) [-1; 0] d) (—==; 0|
b) [0; 1] e) (1; +oo|
) (=5 —1)

242. (U.F.MG-92) Observe a figura.

<V

A area do retangulo hachurado estd compreendida entre 28 e /08.
O intervalo que contém todos os valores de x que satisfazem tal condicdo é:

a) (2, 8) b) 3,9) ) (4,6 d) (5, 11) e) (7, 14)

350



243.

o
o
h

247.

248.

TESTES DE VESTIBULARES

(U.F.VICOSA-90) A funcio f, dada por f(x) = 10x — x°, representa a drea (ndo nula) de qualquer retan-
gulo de perimetro 20, sendo x a medida de um dos lados. Entdo o dominio de f ¢, necessariamente:
a) 5 <x<10 d0<x<5

b)0<x< 10 e) S <x< 10

)<L S

. (EAESP-FGV-80) A inequagao X('\;—*-j) > 0 tem como solu¢do:
x2 -
a)x < —2oux > 1 dx<-2oux>1
b) x < 2oux > 1 e) n.d.a.

¢c)x < 2o0ux>1

e
. (CESGRANRIO-90) As solugdes de % < 0 sao os valores de x que satisfazem:
b
a) x < Ooux>2 do<x<2
b)x <2 e) x> 2
¢)x <0
) . : XX +ax+ 1 : .
. (U.F.MG-87) O conjunto dos valores de a, para os quais a desigualdade TS < 0 é verdadeira
—x x —
qualquer que seja o valor real de x, é:
a)ja€ R;a<0 d) o conjunto vazio
b)la€ER;a<g —2o0ua > 2| e)la€ER;ac<x2

a
Qfa€eR;-2<a<2

(x+ 1)ix = 2) x+2) S 06

(U.C.SALVADOR-91) No universo IR, o conjunto solu¢do da inequacdo i
==

a)xER|x>—1]

b) xER|x > 2]

OxER|x>-lex#2

d)ix€ER|-1<x<2

e)x ER|x< —2o0ux > 2

2% s
(U.F.CE91) Seja g(x) = X —X—12.
2=
Se x € R; g(x) < 0] = (p, q) U (4, +), entdo g — p ¢ igual a:
a) 5 b) 6 ¢) 7 d) 8
- N 4+x2 !
. (U.F.PA-85) O dominio da fungdo y = x |———— ¢ o conjunto:
Vxf=-3x-4

a) |-1; 4 d) |—o0; =1| U |4; +| U (0]
b) |=o2; =2| U |=1; 2] U [4; +e9| €) J-=, 1| U J4; +]

o =2 1] U [2;4] U (0]
. (PUC-MG-92) Os valores de x € IR para que ‘;;3): < 0 sdo:

Yx2—4

a) 0 <x<3 d -2<x<0ou2<xg3
b) x # 12 e)x < —2oux > 2

22X
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251. (PUC-SP-84) Sejam f e g fungdes reais de dominio real, onde:
f(x) > 0 somente para x > 3 ou para x < —2,
g(x) > 0 somente para / < x < §,
f(x) # 0 e g(x) # 0 para todo x real.
Nestas condigdes L < 0 somente para:
g()
a) x < 2o0ul3<x<gS5

b) 2<xoux>5 e) 2 <

¢)x 2 3oux < oux=2
252. (FATEC-88) O conjunto solucdo da i 1nequa¢ao =d
—4x+3
a) |-, 3] U |4, +oo| d) J3, 4]
b) R-[3, 1] €) 3, 4
) [3, 4]

253. (U.F.MG-87) A solucdo da inequagdo x + =il < 26€
X

a)x ER:x < -loux = 1j
b) x ER:x<O0oux =1}
)xER:x =1}

254, (U.MACK.-80) Considere a funcdo, de IR em IR, definida por y =

a < 0. Entdo:

a) y > 0 se x for interior ao intervalo das raizes.
b) y > 0 se x for exterior ao intervalo das raizes.
¢) y < 0 para todo x € R.

d) y > 0 para todo x € R.

e) existe um unico x € R tal que y = 0.

255. (FATEC-88) Seja a equagdo do 29 grau 2mx’ — 2x —

X’ e x”’ sejam raizes da equagdoe x’ < ] < x”
a) |=e=, 0]
b) |-1, +=o - (0]
€) |-, =4 U |0, +oo|
d) |-3, 0]
€) |-, 5[ - [0}

Funcao modular

256. (U.F.MG-92)

d)x<-2o0ul <
x<3oux>=S5

dx€E€R:xg1
e xER:x

Bm+2) =

x<3oux>S5

> I, no universo R, é:

< 0}

ax? + bx + ¢, onde b? — 4ac < Oe

0, onde x € R e m € R*. Para que
, deve-se ter m pertencente ao conjunto:

X—3sex §—2
Considere-se a fun¢do f: R — IR, definida por f(x) = { 2x’+ Ise -2 < x < 3
Jsex 2 3
Pode-se afirmar que o valor de f(x) + 2f(\-‘—3) + f(=2) é:
a) 10 b) 13 0 22 d) 25 ) 27% + 1
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262.

263.

257
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(U.F.PA-84) Dada a fungdo f : R = IR definida por

f(x) = =5 se x é racional
f(x) = 3 se x é irracional,

quanto vale a expressdo f (—Vj) =i (-%) ?

(U.MACK.-80) Seja a funcdo f : IR — IR definida por

Ixl +3, seIxl €2
fee) = Ix =3, selxl >2

o valor de f(f(/(...f(0)...)))

a) é0. d) pode ser 3.
b) pode ser /. e) é impossivel de ser calculado.
c) é3.

a) —10 b) -8 )0 d) 6 e) 8
- (U.F.MG-92) Considere-se a fun¢do definida por
= x?se x é racional
o = 1 — x se x é irracional
O valor de f(2) + Zf(ﬁ) - 4f [%] é:
a) 4 - 22 d 32
b) 5 —2V2 e) 7
C) 2V2
- (FUVEST-91) A moeda de um pais é o ‘‘liberal”, indicado por £. O imposto de renda / é uma funcdo
continua da renda R, calculada da seguinte maneira:
I.Se R < 24 000£, o contribuinte estd isento do imposto.
1I. Se R > 24 000%, calcula-se 15% de R, e do valor obtido subtrai-se um valor fixo P, obtendo-se 0 impos-
to a pagar I.
Determine o valor fixo P.
a) 1 200£ d) 6 000£
b) 2 400£ €) 24 000£
c) 3 600£
: x+1,se0<x<2
(CESGRANRIO-88) Seja f(x) = SER D e S
A érea da regido limitada por x = 0, y = 0 e pelo grafico da f(x) é:
15 17 19
— b) 8 ——— d) 9 —
a) 5 ) <) 2 ) e) >
(CESGRANRIO-84) Seja f a funcdo definida no intervalo aberto (—/; +/) por
= 1\
(x) = ————; entdo (— —) [
7 1-lxl ! 2
1 1 1
w——— s . _) -
a) 3 b) 7 <) 3 d) & =2

(F.C.M.STA.CASA-80) As fungdes f(x) = |xleg(x) = x?=2 possuem dois pontos em comum. A soma

das abscissas destes pontos é:
a) 0 b) 3 c) -1 d) -3 e) 1
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264. (U.F.PR-80) O grafico abaixo:

YA

corresponde a fungdo real de variavel real definida pela lei de correspondéncia:

f(xX) = x+2parax <0
a) | f(x) = 2para2 < x < 4
f) = x?—xparax > 4

_ | xsexépar
b) f(x) = 1 se x é impar
f)=xsex <1
o) | flx) =1se]l <x< 4

) =5—xsex =4

d)

e)

f(x) = x se x é impar
f(x) = I se x é par

f(x) =2+ xparax = 2
f(x) = Oparax = 0

S(x) = -2+ xparax = -2

265. (U.F.VICOSA-89) A figura abaixo é o grafico de uma fungdo f: IR = IR.

fx) A

e

o

A alternativa correspondente ao grafico da fungio g(x) = |f(x) é:

a) g(x)‘

N TN

354

b)

gix

o




c)

266.
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gix) ? d) gix) 4
1
|
\/_‘:\/ \ -1 0 1
-1 o] 1 2 % A i /2
1 1
-1
glx) \
\—1 0o 1 /
‘\ T /2 Tx
|
-1
(CESGRANRIO-89)
Y4
P
|
|
!
: 1 2
=) oN_ T | >
! 1
Q S
A funcao f € definida no imervalo_(—Z, +2) e seu grafico é composto pelos segmentos de reta PQ e OS,
como se mostra na figura. Se f(\ 2) = —2, entdo f(—2) vale:
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4
(U.C.SALVADOR-92) A figura abaixo pode representar o grafico da funcdo f, de IR em R, definida por:

a) f(x) = Ixl+2

b) f(x) = Ix — 2l
Q) fx) = Ix + 21
d) f(x) = Ixl =2
e) f(x) = x|+ 2l

Ly

%
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268 . (F.C.M.STA.CASA-81) O grafico que melhor representa a relagdo ly! = x+ /, ¥x, y € R, ¢é:

a) Y A

¢)

b) YA

<V

Y

-
-
o

d) Y
- 1
1
0 x
)

269. (U.MACK.-81) Seja a fun¢do f: IR = IR definida por y = | x — 3| —x. O grafico que melhor a representa é:

e)

Y

#

N\

1
i
0

a) YA 0 Y e) A
o| 3 = 0 O)
R -
-3 =3
b) YA d) Y
0 > 0 J
=3
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(U.MACK.-82) Seja y = f(x) uma funcdo definida ¥
no intervalo |—3; 3| pelo grafico ao lado. Considere
a fun¢do g : [-3; 3| = R definida por 13
g(x) = lﬂ—‘”;fi . O gréfico que melhor a 3
representa é: -3 x
__3 -
a) ¥ <) e) ¥
=43 3l
-3 0 ==
-3 0 3 % 3 T x
-{-3
b) ¥ d) %
3F-
—3 3
3 0 3 Tx G Tx
=3 L
271. (U.F.MG-89) Seja f : IR = IR uma fungao tal que f(x) = |2x? — 8|. O grafico de y = fx) é:
a) YA ) A e A
8 8 =2 2
T x
> -8
2] 12 % -2 2 x
b) A d "4
8 2 | E
X
-2 2 x -8
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272. (COVEST-90) Qual dos graficos abaixo melhor representa a funcio f(x) = |x? — 2x — 312

a) YA

c)

Y

273. (CESGRANRIO-82) A melhor representacdo grafica de f: IR — IR, definida por

fo) = Ix2=1l=@?=1),é

d)

|

a) v Ar <) YA
0 >x 0

b) YA d YA
o X (0]
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(F.C.M.STA.CASA-80) Seja dada a funcdo f(x) = J(2x — 2)? — 2x, definida para todo x pertencente ao

conjunto dos reais. O grafico representado abaixo que mais se aproxima de f(x) é:

-
P
~

(FATEC-88) Seja f a func¢do definida por f: R = R

s

~

x— Ix? = 4l x 1+3]

O grafico de f estd melhor representado em:

X

A
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276.

278.

280.

281.

[
oo
~

360

(ITA-80) Considere a equacdo | x| = x — 6. Com respeito a solugio real desta equagao podemos afirmar que:

a) a solugdo pertence ao intervalo fechado [1; 2|.

b) a solugdo pertence ao intervalo fechado [—2; —1|.

¢) a solugdo pertence ao intervalo aberto (—1; 1).

d) a solugao pertence ao complementar da unido dos intervalos anteriores.
e) a equagdo nao tem solugdo.

. (F.C.M.STA.CASA-82) O conjunto solu¢io da equacdo |3x — 2| = 3x — 2, no universo R, é:

._2~ o

a) R d)]3.+[
-

b) R, e)]w,3]

c) [% 3 +°°[

(PUC-MG-92) A solucdo da equacdo |3x — 5| = 5x — 1 é:

(— 3 (A (9 3 _
a) (-2} b){4} c)[s} d) (2 e){4, 2]

. (U.C.MG-81) O produto das raizes da equagdo |2x + 3| = I —x &

3 4 8 19
a) e b) KR c) T d) > e) 6

(CESGRANRIO-87) A soma das solucdes reais de |x + 2| = 2lx — 2| ¢:

1 2 19 20
a) o b) 3 c) 6 d) 3 e) 3

(PUC-MG-92) Os pontos de ordenada negativa do grafico de f(x) = x|x— 7|+ 2 sdo aqueles para os quais:

a)x <0 d)=1l<ix ]
b) x 1 e ~1<x <2
c) x < -1

. (U.E.LONDRINA-84) Seja p o produto das solugdes reais da equagdo | |x+ /1-2| = 2. Entdo p é tal que:

a)p < —4 d0o<p<4
b)2<p<O e)p > 16
c)d4<p<l6

. (U.F.VICOSA-89) Os valores de x que satisfazem a equacdo |x|? — 4lx| + 4 = 0 sdo dois nimeros:

a) impares. d) positivos.
b) divisores de trés. e) multiplos de trés.
¢) primos.

. (ITA-88) Sabendo-se que as solugdes da equacdo

[xP=1Ixl-6 =0

sdo raizes da equacdo x° — ax + b = 0, podemos afirmar que:

a)a=1€¢b=06 d)a=0eb=—9
b)a=0eb =—-6 e) ndo existem a e b tais que x’—ax+b = 0con-
Ja=1leb=—-6 tenha todas as raizes da equacao dada.
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286.

o
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288.

289

290.

291

292.
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(U.FORTALEZA-82) Assinale o item que contém a implica¢do verdadeira:
a)x >y = Ixl > Iyl X>y=Xx—-y>y—x
b)x>y = x>y d)x >y = a* > a',ondea >0eca#l

(U.F.UBERLANDIA-82) O conjunto solu¢io da inequagio |3x — 5| < 3 é:

1 4 8)
a){xGDR.A<3] d)xElF(.x<3oux>3J
b){xelR:x>—§-] 0 @

2 8
x € R: = X < —
c)[x 3<x 3}

. (FGV-88) Quantos nimeros inteiros ndo negativos satisfazem a inequagdo |x — 2| < 5?

a) infinitos b) 4 c) s d) 6 e) 7

(U.E.CE-81) Dados os conjuntos

A=kxeEZIx-5l<3e

B=[x€ZIx-4l> 1

A soma dos elementos de 4 N B ¢ igual a:

a) 19 b) 20 ¢) 21 d) 22

. (U.E.CE-80) Adicionando-se os valores inteiros de x que satisfazem simultaneamente as desigualdades

Ix =11 € 2el2x— 1| > I obtemos:

a) 6 b) 3 c) 4 d) s

(U.E.CE-92) Sejam Z o conjunto dos numeros inteiros,

F=x€Z0<x+2<5, G=xE€EZIx-2l<2leH=x€EZx<I1.
O conjunto (F — G) U H é&:

2} c) {0, 1, 2]

) d) [0, 1, 3}

. (U.E.CE-91) Sejam Z o conjunto dos numeros inteiros,

M=x€EZ I2x-3=Ix-2l,)P=x€ZIx+2l =13x-4ljeT = x € Z; Ix-3| < 2].
O conjunto (T = M) N (T = P) é

a) (1, 2, 4] c) (3,4, 5]

b) (2, 4, 5} d) (1, 2, 3]

(U.F.VICOSA-90) Quer-se que o numero real x satisfaga simultaneamente as desigualdades 3 < x < &
e |2x — bl < 5, onde b ¢ constante. Para isso, o valor de b deve ser um nimero:

a) par negativo. d) multiplo de trés.

b) irracional. e) divisivel por cinco.

¢) impar positivo.
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293.

294.

295.
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(U.MACK.-80) O grafico da funcdo f de R em IR, dada por

N2—x,sex < —2
fx) = { 4 — x*, se Ix| < 2 é melhor representado por:

Nx—2,sex> 2

a) YA ) YA e) vA
4 4
2 RhY SR
2 i
[ I
2 0 2 3% 2 0 7 X
b) Y d) v
4
2
=2 0 7 > 2 x

(UNICAP-87) Seja S C R o conjunto solugao da desigualdade [1x— 11— 4| < 3. Assinale, dentre as alter-
nativas abaixo, aquela que representa o conjunto S.

a) [-6, 0] U [2, 8] d) -7, 2] U |3, 10|

b) [-3,1] U [3,7] e) |-1, 2] U (3, 11]

c) -4, 6] U [9, 13

(PUC-RS-81) Dentre as proposi¢des

I-(¥x € R > x)
N-3xE R X = x)
-x € R (Ixl <0
IV-(3x € R x*=0)
as falsas sao:

a)lell d) I elll

b) Ielll e) llelV

c)lelV
(ITA91)Se A = [x € R:Ix?+ x+ 1|l < |x? + 2x — 3}, entdo temos:

a) A = [-2, %] U (4, +oo| 4 A = oo, =3 U i, |
b) A = [% . 4] ¢) nda.

0 A=[31
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(U.F.MG-92) Observe a figura.

v4\

0 i i i

Y

| K

A reta r é o grafico de uma fun¢do g. Seja f a fungdo dada por f(x) = |x — 1l. Pode-se afirmar que

f(x) < g(x) tem como conjunto solugdo:
a)[x€ER:x <3

b) x€ R:x > 3}
c)xER:x < 2]
d) @
e) R

Outras funcdes elementares

298.

299.

(CESGRANRIO-88) Resolvendo a inequagdo (4x% + 1) - x* - (5 — 3x) > 0, obtemos:
2)0<x<4 d)x<00ux>%
b)%<x<4 c)x=00ux>%

5
0 < K
c) x 3

(U.MACK.-82) A fun¢ao que melhor se adapta ao gréfico é:
o
a) f(x) = ————
x+2) Y 4\ :
b) f(x) = —2 !
x-2) i
1 i
f(x) =
ik (x+2) :
1
1 i
d) f(x) = ———
) f(x) <+ !
1
1 ——/ !
fx) = — H e
9=y 0 2 .
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300.

(EAESP-FGV-80) Assinale o grafico correspondente a fungdo y = 7 — & » X > 103

a) A ) A e) [

Funcdo composta — Funcdo inversa

301.

302.

30,

w

305.

(PUC-MG-92) Se f(x) =

=7 o valor de x, de modo que f[f(x)] = I, é;

a) 1,0 b) 2,0 c) 1,5 d) -1,0 ¢) —15
(PUC-SP-80) Sejam as fungdes dadas por f(x) = 3x — 2 e g(x) = 2x + 3. Se b = f(a), entdo g(b) vale:
a) 6a — 1 b) Sa +1 c)3a—2 d) 6a— 6 e) Sa—2

. (U.F.VICOSA-90) A fungdo f: R = IR é dada por f(x) = ax + b, com a > 0. Se f(f(x)) = x, entdo:

a)a=2 e b=0 dda=2 e b=2
b)a=1 ¢ b=0 ega=1¢e b=2
c)a=2 e b=1

. (U.F.GO-84) Se f(x) = x — 3, o conjunto de valores de x tais que f(x?) = f(x) é:

a) (0, 1 b) (-1, 0] o (1) d) (-2, 3] e) [3,4]

(U.E.CE-80) Sejam f, g : R — R fungdes definidas por f(x) = x’ — I e g(x) = 2x + /. Entdo a funcdo
composta f O g assume o menor valor em um ponto do intervalo:

a) (-1; 0) b) ©; 1) 0 (% ; 2) d (—1; - %)

364
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307.

308.

310.

314.
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(ITA-85) Considere as seguintes fungdes: f(x) = x — % egkx) = x? - —:- definidas para todo x real.

Entio, a respeito da solugio da inequagdo I(g © f) (x)| > (g © f) (x), podemos afirmar que:

a) nenhum valor de x real é solugdo. d) se x > 4, entao x é solugdo.
b) se x < 3, entdo x é solugao. e) se 3 < x < 4, entdo x é solugao.

7 = % %
¢) sex > -5 entdo x é solugdo.

(F.C.M.STA.CASA-81) Seja f uma fun¢do linear, definida por f(x) = kx — I. Se f ¢ crescente e
f(f(2)) = 0, o valor de 2 é:
2 I

[2 P = =
a) 22 b) 2 c) V2 d) 3 e) 2

(U.F.SE-84) Se a fungdo f : IR — IR é definida por f(x) = 2x, entdo f(f(x)) é igual a:
a) 4x* b) 4x ) x d) 2x e) 2x*

. (U.F.PA-84) Dadas as fungdes f e g de IR em IR definidas por f(x) = x> — x e g(x) = x + I, qual das

funcdes abaixo representa (f O g)(x)?

a) X’ +1 dy x> +2x+ 1
b) X —x+1 e) x>+ x
) x*—-1

(U.F.MG-87) Se g(x) = x’ + xe f(x) = ax + b, entdo os valores positivos de @, b e c tais que g(f(x)) =
= x? + 5x + ¢ sdo:

a)a=1,b=3¢=12 da=2,b=1l,¢=6
bpa=1,b=2,c=6 ea=2b=2c=6
Aa=1,b=2¢c=4

. (U.F.RS-82) Se f e g sao fungdes definidas por f(x) = ; ;'; eg(x) = & ,entdo (f © g)x) = f(gx)
€ igual a:
a) g(x) b) —f(x) c) f(x) d) % (x) e) (g © H(x)

. (U.F.MG-87) Sejam f e g fungdes reais de varidvel real dadas por f(x) = x= egkx) = oy S .

x+ 2 x(x—2)

O maior subconjunto dos numeros reais onde pode ser definida a composta g © f é:
a) R— (-5, 1) d) R-(-5,-2,0,1,2
b) R - (-5, -2, 1} 9 R-[-202
c) R-{0, 2}

3. (EAESP-FGV-80) Seja f(x) = ax® + bX’+ cx? + d uma fungdo definida para iodo x real. Para que

Sf(x) = f(—x) qualquer que seja x real é necessdrio que:
a)a=>b b)a=-b c)a=b=0 db=c=0 e)a=¢c¢

(CESGRANRIO-83) Sejam f e g funcdes definidas em R por f(x) = 2x+ I e g(x) = x — 3. O valor de
glf3) &
a) —1 b) 1 c)2 d) 3 e) 4

5. (U.F.PA-85) Dadas as fungdes: f(x) = yx +3 e g(x) = x? — I, o valor de g O f(0) é:

a) 0 b) 1 o) V2 RE] e) 2
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316.

318.

319.

(U.E.CE-82) Sejam f e g fun¢des de IR em IR definidas por:
fx) = x*—1 e gx) =3x+1

onde R ¢ o conjunto dos numeros reais.
Entdo o valor de f(g(/)) + g(f(1)) é:

a) 15 b) 16 c) 17 d) 18

. (U.F.MG-89) Seja f uma fungio tal que f(x) = —j- (x—6).

Pode-se, entdo, afirmar que o valor de f(4 + h) + f(4 — h) para h € R é dado por:
a) 8 b) 32 ¢) 2(h — 2) d) h®+38 e) 8(h + 1)?

(VUNESP-88) Dada a fungio f(x) = x? — 8x + 15, definida nos reais, a afirmacdo falsa a respeito dela é:
a) A fungdo se anula para x = 3 ou para x = 5.

b) f(-1) = 24.

c) O menor valor que f(x) atinge é —1.

d) Para x > 4, quando x cresce, f(x) também cresce.

e) Quando dobramos x, f(x) também fica dobrada.

(ITA-90) Sejam as fungdes f e g dadas por:

1selxl <1
Oselxl >1
3

_ 2x=
g:R-[] =R g = ——

f:R—-R, f(x) =

Sobre a composta (f © g )(x) = f(g(x)) podemos garantir que:

a)sex > — , f(g(x) = 0 4
2 d)sel<x$-3—,f(g(x))=1

b)sel <x < % , flgx)) = 1 e) n.d.a.

) se% < x <2, figx) =1

. (CESGRANRIO-82) Sejam A = {1, 2, 3} e f: A = A definida por f(/) = 3, f(2) = I e f(3) = 2.

O conjunto solugdo de f[f(x)] = 3 é:

a) {1} b) (2} c) {3 d) vazio e) {1, 2, 3]

. (UF.MG-87) Seja A = [0,1,2,3,4)ef: A—> A uma fungdo dada por f(x) = x+ Isex#4e

f(4) = 1. O nimero x € Atalque (f © f O f O f)(x) = 2é:
a) 0 b) 1 c)2 d) 3 e) 4

. (PUC-SP-83) Se f(x) = 3x — 4 e f(g(x)) = x + 4, entdo g(/) vale:

a) -2 b) 0 o1 d 3 e S

. (ITA-92) Considere as fungdes: f: R* > R, g: R > R e & : R* = R definidas por:

f) = 3+ 1, gx) = x% hx) = S
X X

O conjunto dos valores de x em IR* tais que (f © g)(x) = (h O f)(x) é subconjunto de:
a) [0, 3] b) [3,7) o) [-6, 1] d) [-2, 2] e) n.d.a.
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. (CESGRANRIO-88) Seja f a funcdo definida no intervalo fechado [—2, 2], cujo gréfico estd indicado na

figura. O valor de
fIf(2)] — f[f(-2)] é:

a) -2 YA
b) -1

c) 0

d) 1 1

—
e) 2 /
2 -

x ¥

N

5. (VUNESP-90) Na figura estdo representados os graficos de uma fungdo polinomial g, e da funcdo

f(x) = x. A partir da figura pode-se determinar que
(2(6)7 — g(&(6))

vale, aproximadamente:

a) -2 \
b) 4 .
)0 \
d) -1 - [
e 1 N 32 /
1 /9
-1 4 8 =
3|2 o1 ]2]3 5 |6 |7 9 i
X N
=X

. (U.F.MG-81) Sendo P(x) = ax + b, o valor da expressdo P(x + 1) — P(x) é:

a)a+1 b) ax c)ax+1) dya+b e) a

. (UNICAP-87) Sejam f : R = IR e g : R — IR definidas respectivamente por f(x) = ax + b, a € R,

bE R, a#0,egx = [f(x+ 1) - f(x)] - x. Entdo podemos afirmar que:
a) f(x) = g(x), ¥x € R.

b) f(gx)) = g(fx), ¥x € R.

¢) Existe um unico valor x € IR tal que f(x) = g(x).

d) Os graficos de f e de g sdo retas paralelas.

e) O grafico de f é uma reta enquanto o grafico de g ¢ uma parabola.

(FATEC-88) Seja a fungdo ftal que f: (R — {~2}) = IR, onde f(x) = ;; 22 . O nimero real x que satisfaz
JUX) = —1é:
a) —4 b) -2 c) 2 d) 4 e) n.d.a.
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330.

331.

332.

333.

334.

336.

338.

339.
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2
(U.F.MG-90) Sejam f: R—=> IR e g: R — [0] = IR funcdes tais que f(x) = x+ e g(x) = gEL
Entao, pode-se afirmar que:

a)f =g d) f(x) > 0egx) >0, ¥x > —1

b) g © f esta definida em R e) f(x) < 0eg(x) <0, ¥vx < —I

) (f o g)x) = x+2,¥x €R

(U.F.BA-81) A igualdade f(x) = f(x + 1), ¥x, x € IR é verificada pela funcdo:

a) linear. d) exponencial.

b) constante. e) logaritmica.

¢) quadritica.

(U.C.MG-81) Se P(x — 1) = 2x + 1, entdo P(x) é:

a) 2x— 3 b)x—3 D x—2 d) 2x — 1 e)2x +3
(U.F.MG-89) Seja f uma funcdo tal que f(x + 2) = x° — 4. Pode-se, entdo, afirmar que f(x) ¢ dada por:
a) x? — 2x d) x> + 4x

b) x* — 4x e)x+2

¢) x>+ 4

(U.F.GO-84) Se f: Z = Z étal que f(n + 1) = n — I, entdo o valor de f(n — 1) é:
ayn+1 b) n ¢yn—1 d)n-—-2 eyn—3

(U.E.BA-84) Seja fuma funcdo decrescente do 1° grau e tal que f(3) = 5 e f(f(/)) = 1. O grafico de
f corta o eixo dos x no ponto de abscissa:

2 1
a) -1 b) 2 08 d 5 o 5
- (CESGRANRIO-80) A funcdo f satisfaz a relacao
Jet 1) = 2000, %> 0
Se f (%) = \;, o valor de f (%) &
VT = 3n > =
a) b) 2w c) 5 d) =~ e) 7w

(U.F.MG-82) Uma fung¢do f : R — IR é tal que f(5x) = 5f(x) para todo nimero real x. Se f(25) = 75,
entdo o valor de f(/) é:

a) 3 b) 5 c) 15 d) 25 e) 45

. (F.C.M.STA.CASA-81) Sc f ¢ uma fung¢do tal que f(@ + b) = f(a) - f(b), quaisquer que sejam 0s niimeros

reais a e b, entdo f(3x) é igual a:

a) 3 - f(x) d) [f(x)]?
b) 3 + f(x) e) f(3) + f(x)
¢) f(x%)

(U.MACK.-81) Se f(g(x)) = 2x? —4x+ 4 e f(x — 2) = x + 2, entdo o valor de g(2) é:
a) -2 b) 2 )0 d) 6 e) 14

(U.F.RN-83) Seja f uma funcao real de varidvel real. Se f(x + 3) = x? + 2, entdo f(—=1) é igual a:
a) 12 b) 18 c) 24 d) 30 e) 36
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(PUC-MG-92) Dados g(x) = 5x?+ 3 e g © f(x) = 5x — 7, o dominio de f(x) é:

a)[xER|x > 2]

b){xGlRi0<xs

c){xElR!x;%]

g

5

d)

€)

xXER|x <2

ER|x<g -2

. (PUC-MG-92) Duas funcdes f e g sdo tais que f(x) = x — I e flg(x)] = 2x + 2. Entdo g(/) é igual a:
a) 5 b) 4 c)3 d) 2 el
(U.C.SALVADOR-91) Sejam fe g fun¢des de IR em IR tais que f(x) = 2x — 3 e f(g(x)) = —4x + 1. Nestas
condigdes, g(—17) é igual a:

a) =5 b) —4 c) 0 d) 4 e)s
(CESGRANRIO-87) Se f(n + 1) = z—f("z’—“ ,paran = 1,2, 3, ... e se f(I) = 2, entdo f(I0]) é:
a) 49 b) 50 ) 51 d) 52 e) 53
. (U.E.BA-84) Seja f a funcdo de R em IR definida por f(x) = 1+ x. O grafico da funcdo real g, definida
por g(¥) = lF(f(x)] &
a) YA c) v €) y {l
¢
-1 x Cx 0 x
b) YA d) v

<y

345. (PUC-RJ-81) Se a fungdo f: IR — R tem o grafico abaixo e se I ;g é a funcdo identidade de R, podemos

afirmar que:

a) existe uma fungao g : R — IR tal que

g0 f=1Ig

b) existe uma funcdo g : R — IR tal que

fog=1Ig

¢) existe uma fungdo g : R — IR tal que
fOg=1lgego f=1Ig
d) a fungdo fé tal que f O f = I

e) a fungdo f é tal que f

O f =

IR

i

Al ot

oY

369
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346. (U.F.BA-81) Sendo f(x) = 2 e g(x) = x, a representagdo gréfica de

f(g(x)) para x > 1

g = g(f(x)) parax < 1 &
a) Y c) €) /
2 4 G—— Z
1 4 +1
!
1 e
1 / / i
b) d) \
2 ? 2
1
14
1 = =

347. (ITA-83) Sejam trés fungdes f, u, v : R — R tais que:

348.

349,

370

iR {x 4 %} = fix)+ f(,l\') para todo x ndo nulo e (u(x))* + (v(x))* = I para todo x real.
Sabendo-se que x;, € um numero real tal que u(xy) - v(x) # O e
1 1 u(x,)
———F + ——— | = 2, o valor de :
u(x,) v(x,) 4 v(xg)
a) -1 b) 1 c)2 d) % e) —2

(U.F.VICOSA-89) Sejam os conjuntos A = {/, 2,3]e B = (4,5, 6, 7].
O nimero maximo de funcdes injetoras que podem ser definidas de 4 em B é:

a) 20 b) 24 c) 21 d) 22 e) 23

(U.F.PE-84) Sejam fe g fungbes de Z em Z. Assinale, dentre as alternativas abaixo, aquela que é verdadeira:
a) Se f e g sdo injetivas, entdo f + g é injetiva.

b) Se f e g sdo sobrejetivas, entdo f + g é sobrejetiva.

c) Se fe g sdo injetivas, entdo f © g ¢ injetiva.

d) Se fe g sdo injetivas, entdo o produto fg € injetiva.

e) Se fe g sdo sobrejetivas, entdo o produto fg é sobrejetiva.
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0, se x é par

(F.C.M.STA.CASA-82) Seja f uma fun¢do de R em IR, definida por f(x) = 5, 36 % & liipae

Nestas condi¢des, pode-se afirmar que:
a) f ¢ injetora e nao sobrejetora.

b) f é sobrejetora e nao injetora.
A=D1 = 1.

d) f(f(x)) = 0, ¥x € R.

e) o conjunto imagem de f ¢é (0, /).

. (ITA-89) Sejam A e B subconjuntos de IR, ndo vazios, possuindo B mais de um elemento. Dada uma fun-

¢do f: A~ B, definimos L : A = A x B por L(a) = (a, f(a)), para todo a € A. Podemos afirmar que:
a) A fung@o L sempre sera injetora.

b) A funcdo L sempre sera sobrejetora.

c) Se f for sobrejetora, entdo L também o serd.

d) Se f ndo for injetora, entdo L também ndo o sera.

e) Se f for bijetora, entdo L sera sobrejetora.

. (U.MACK.-82) Uma fungdo f ¢ definida em A e tem imagem em B. Sabe-se que o conjunto A tem

2K — 2 elementos e o conjunto B tem K + 3 elementos. Se f ¢ injetora, entdo:

a) 1 <K<KS d) 8 <K< 10
b) S <K <7 e) K > 10
) 7<K<8

53. (U.F.BA-81) Sendo f a funcdo esbocada ao lado, tem-se:

354.

a) f é par.
b) f ¢ injetora. A
¢) fé crescente em |0; 6].

d) f( L ) <o.
N
e) £(0) > £(6). N\

(U.FORTALEZA-82) Pelo gréfico da funcdo f: IR = IR abaixo, podemos garantir que:

a) f € injetiva e seu conjunto de valores (conjunto ¥
imagem) é [0; 2]|. 4
; o . 3 .
b) f¢é sobrejetiva e o nimero > ¢ imagem de exata-

mente quatro elementos distintos.
c) fnao é injetiva e seu conjunto de valores é |0; ).

o Shts : 3 ;s
d) fnao é sobrejetiva, mas o numero > € imagem de

somente quatro reais distintos.

-2 -1 0 12 x
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355.

356.

357.

358.

359.

372

. (U.F.RS-84) As fungdes fe f ' sdo inversas. Se f é definida por f(x) = = i

(U.MACK.-81) Seja y = f(x) uma funcdo definida no intervalo [—4; +) pelo gréfico.

Considere a fungdo g : [—5; +) = IR definida por
g() = I — f(x + 2). Podemos afirmar que:

4
a) g(-3) <0 e f(=3)- f(=2) > 0. Y
b) g-5) >0 e f(y5)<o0.
c) g(0) = 1 e fnao ¢ funcdo injetora.
d) f(x) = » e g ndo é funcdo sobrejetora. 2
€) nenhuma das anteriores estd correta. vy T ) 4’)(
|
=
(U.F.PE-83) Sejam f e g fungdes de IN em IN definidas por:
n=364
=N _ nmn+1
fn) = Ei e am-20TD
=
Assinale entdo a alternativa falsa:
a) a fungdo f ¢ igual a fungdo g. d) f(n) + g(n) = n(n + 1).
b) f é injetiva. e) g é sobrejetiva.

¢) 4f(n) g(n) = n* + 2n° + n’.

(ITA-80) Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de R e f: A = B, g : B~ A duas fungdes tais que
f © g = Ig, onde I é a funcdo identidade em B. Entdo podemos afirmar que:

a) f é sobrejetora. d) g € injetora e par.

b) f ¢ injetora. e) g € bijetora e impar.

c) f ¢ bijetora.

(ITA-85) Dadas as sentencas:

1-Sejam f: X = Ye g: Y — X duas fungées satisfazendo (g © f)(x) = x, para todo x € X. Entao
f € injetiva, mas g ndo é necessariamente sobrejetiva.

2 - Seja f: X — Y uma funcdo injetiva. Entdo, f(4) N f(B) = f(A N B), onde A ¢ B sao dois subconjun-
tos de X.

3 -Sejaf: X — Y uma fungdo injetiva. Entdo, para cada subconjunto A de X, f(A€) C (f(A4 ))C onde
AC=xEX|x¢ Ae(fA) = xE Y| x&fA)

podemos afirmar que esta (estao) correta(s):

a) as sentencas n? 1 e n? 2. d) as sentencas n? 1 e n? 3.
b) as sentencas n® 2 e n? 3. e) todas as sentencas.
c) apenas a senten¢a n? 1.

(U.F.RS-82) Se f: R— R é uma fungdo e {(x, 2) | x € R] N {(x, f(x)) | x € R] contém mais de um
elemento, entdo f ndo é:

a) sobrejetora. b) injetora. c) constante. d) periddica. e) quadratica.

, entdo f /(x) é igual a:

3

1 1

1
——— —+ — ez =
a)x 3 b)x 3 c)x 3 dx-3 €) 3 =x



361

362

363.

364.

365.

366.

367.

369.

TESTES DE VESTIBULARES

. (U.F.VICOSA-89) Considere a funcio f definida por f(x) = 10x + 3, x € IR. Seja g a funcdo inversa de
/f. Entdo, g(=7) é:
a) —1 b) 1 )3 d) -2 e) 2
. (U.F.MG-90) O valor de a, para que a fun¢do inversa de f(x) = 3x + a seja g(x) = % =] &
a) -3 By ~ L o)l a1 e) 3
3 3

(U.F.PR-82) Dada a fungdo g definida por g(x) = x + 4 para todo valor real de x, entdo a fungio g™/,
inversa de g, é definida por:

a)g'x =x"'-4 d)glx)=x—4

b) g'(x) = x"+4 o) g'(x) = (g™
o

c)g (x) = =y

(U.F.PELOTAS-83) Se f ¢ uma funcdo de IR em IR, definida por f(x) = 2x — I, entdo f71(=1) éigual a:
a) -3 b) -1 c) 0 d) 1 e) 3

(U.E.BA-84) Seja a fungdo f: IR — é = B C IR definida por f(x) = x_ 7 Se fadmite inversa, entdo

3x
o conjunto B é:

1
a) R d) R { T}
b) R* e) R - (3]

¢) R - {%}

(U.E.CE-81) Sejam f(x) = x?parax > Oe g(x) a inversa de f, entdo o valor de f(g(4)) + g(f(4)) esta
no intervalo:

a) [0; 6) b) [6; 12) c) [12; 18) d) [18; 24)
(U.F.RS-81) A fun¢@o inversade f: (0; 1)~ (%. 1) definida por f(x) = = i T a cada x de seu dominio
faz corresponder:
a) x + 1 b x—1 St B d1=% g 21X
x= 1 X X

. (U.F.MG-90) A fungdo inversa de f : (—, 0] = [0, +) tal que f(x) = x? é a fungdo g : [0, +o0) —

— (=, 0] definida por:

a) g(x) = \x’_
b) g(x) = —vx
0) gx) = x*

d) gx) = —x*
e) gix) = Ixl

(U.F.CE-92) Seja f: IR — IR uma fun¢do definida por f(x) = mx + p. Se o gréfico de f passa pelos pontos
P,(0, 4) e P,(3, 0), entdo o grafico de /7 passa pelo ponto:

a) (8, -3) b) (8, —2) ) (8,2) d) 8, 3)
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370. (CESESP-85) Seja f: IR — IR a fungdo dada pelo gréfico seguinte:

<V

Assinale a alternativa que corresponde ao gréfico da fungdo inversa de f:

a)

b)

<)

374

<\

d)

€)

v

x
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371. (CESESP-86) Considere a fun¢@o representada no grafico abaixo:

Assinale a alternativa falsa.

a) 7
3]
2 y = |fix)]
11
-3 -2 -1 O 1‘ 2 x
-1
b) YA
y = f(x)
24
14
-1 0 1 2 3 x
-14
y
c) YA
= f(|x])
3 —2 -1 O] 1 2 X
-14

d)

€)

y =fix—1)
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37.

373.

w

374.

377.

378.

(FATEC-87) Seja a fungdo f: IR = R definida por f(x) = 3x+ 4 e f ! sua inversa. Os graficos de fef
a) s3o coincidentes.

b) ndo tém pontos comuns.

¢) interceptam-se em dois pontos.

d) interceptam-se somente no ponto (—2, —2).

e) interceptam-se somente no ponto [— % A —%—]

X, ik 3
(ITA-85) Seja f(x) = ~——— definida em R. Se g for a fundo inversa de /, o valor de ¢” ()
e e

sera:
7 2
a) £ d) e( %)
3
b) % e) nenhuma das respostas anteriores
25
c) log, =

(U.F.CE-92) Seja P o conjunto dos nimeros naturais primos enumerados em ordem crescente e IN* o con-
junto dos inteiros positivos. Defina a fun¢do f de IN* em P pondo f(n) igual ao n-ésimo numero primo
de P. Sobre f e sua inversa f /, podemos afirmar:

a) f'any < 7'

b) £ 7' (3) + f 7' (5) é um elemento de P.

¢) £ '(7) é um elemento de P.

d) £7'(13) = 5.

e) f(7) - f(1) = 17.

5. (CESGRANRIO-83) Dados P = W €E Z |0 < x < 50]eQ = [y € Z | 0 < y < 9] definimos

S IP — Q por f(x) = algarismo das unidades do numero x. Entdo o nimero de elementos do conjunto
fT3e
a) 5 b) 4 o) 3 d) 2 e 1

. (UNICAP-87) Seja f : |1, +) = [=3, +) a func¢do definida por f(x) = 3x?— 6x. Se g : [-3, +) =

[2, +o0) ¢ a fungdo inversa de f, entdo [g(6) — g(3)}° ¢ igual a:

a) 5 b) 1 ¢) 5+2/6 d) -5 +2J6 e) 5—2V6

(ITA-88) Seja f(x) = log, x?=1),¥x €ER,x < —1I. Alei que define a inversa de f é:

a)vl+2, ¥vwwER d—J1-2,vwER y<O0
b) V1 +2', vy € R e l+J1+2, ¥wwER,y<0

)1 —-+V1+2", ¥y ER

(ITA-91) Considere as afirmacdes:

(I) Se f: R — IR é uma funcdo par e g : IR — IR uma funcdo qualquer, entdo a composi¢dao g © f¢é
uma funcio par.
(II) Se f: IR — IR é uma fungado par e g : IR — IR uma fun¢do impar, entdo a composi¢ao / © g é uma
fungdo par.
(I1I) Se f: IR — IR é uma funcdo impar e inversivel, entdo f ' : R = R ¢ uma funcio impar.

Entao:
a) apenas a afirmacdo (I) é falsa. d) todas as afirmagdes sdo falsas.
b) apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo falsas. e) n.d.a.

c) apenas a afirmacdo (III) é verdadeira.
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S5 o
379. (ITA-90) Seja a fungdo f: R — {2] = IR — (3] definida por f(x) = % + .
=
Sobre sua inversa podemos garantir que:
a) ndo esta definida, pois f ndo € injetora.

b) nao esta definida, pois f ndo é sobrejetora.

-2
c) esta definida por ' (y) = 5_ 7 ¥
| . - y+5
d) estd definida por f~! (y) = T 1, y % 3.
o=
Y —95
¢) estd definida por f~' (y) = y—3 Y # 3.
v

380. (ITA-88) Seja f : IR — IR uma funcdo estritamente decrescente, isto é, quaisquer x ¢ y reais com x < y
tem-se f(x) > f(y). Dadas as afirmacdes:
I — f € injetora.
IT — f pode ser uma fungéo par.
III — Se f possui inversa, entdo sua inversa também ¢é estritamente decrescente.
Podemos assegurar que:

a) apenas as afirmagdes I e III sdo verdadeiras.
b) apenas as afirmacgdes II e III sdo falsas.

c) apenas a afirmacdo I é falsa.

d) todas as afirmacgoes sdo verdadeiras.

e) apenas a afirmacdo II é verdadeira.

381. (ITA-90) Seja f: IR = IR a funcdo definida por
X42, 8x &1
f(x) = ¥ L,se-l<xg1
4 ,sex > 1

Lembrando que se A C IR entdo f /(4) = [x € R : f(x) € A}, considere as afirmacdes:

(I) f ndo é injetora e £~/ (3, 5)) = (4].

(II) f nio ¢ sobrejetora e £ ([3, 5D = 772, 6).
(IIT) £ ¢ injetora e £~/ ([0, 4]) = [-2, +o[.
Entdo podemos garantir que:

a) Apenas as afirmagdes II e III sao falsas.
b) As afirmagées I e III sdao verdadeiras.
c) Apenas a afirmacdo II é verdadeira.

d) Apenas a afirmacdo III é verdadeira.

e) Todas as afirmagdes sao falsas.

382. (ITA-92) Dadas as fungdes f: R—> IR e g : R — IR, ambas estritamente decrescentes e sobrejetoras, conside-
re h = f O g. Entao podemos afirmar que:
a) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa é estritamente crescente.
b) h é estritamente decrescente, inversivel e sua inversa é estritamente crescente.
c) h é estritamente crescente mas nao € necessariamente inversivel.
d) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa é estritamente decrescente.
e) n.d.a.
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Apéndice | — Equacdes irracionais

383. (PUC-SP-82) A solugdo da equagdo x — v2x + 2 = 3 é:
a) 1 b) -1 c) 2 d) 3 e) 7

384, (U.E.LONDRINA-84) O conjunto solu¢do da equagdo x — I = yx+ /] , em IR, estéd contido no intervalo:
a) |—o; 0] b) [-3; 2 c) [-2; 5] d) |3; 6] e) |6; +oo|

385. (PUC-SP-84) As raizes de ix?—x -1 = x — I estdo no intervalo:

a) [-2; —1] b) [-1; 0] c) [0; 3] d) [3; 7] e) [7; +oo|
386. (U.E.CE-82) A soma das raizes da equagdo 3x2 — 23x — I5 = 0 é:
a) 98 b) 97 ) 96 d) 95

387. (FGV-88) A soma das raizes da equagao \? +ix—-1° =2¢é
a) 3/2 b) -1 c) 172 d) 1 e —-1/2

388. (U.C.MG-81) O produto das raizes da equagdo y3x + I = 1 + 2x — I é:
a) -5 b) 5 c) 6 d) 9 e) 12

389. (FGV-81) Uma das solugdes do seguinte sistema de equagdes

atende a qual das alternativas?
a)x—-y=3 b)x—y=2 c)x—y=1 dx-y=0 &) x—y =-—1

390. (PUC-MG-92) Se x + {y = % eV9x+5—1y = 2, arazio % é igual a:

a) 18 b) 24 c) 30 d) 32 e) 36
Apéndice Il — Inequacdes irracionais

391. (CESGRANRIO-85) Se o nimero real x satisfaz x> X, entdo podemos concluir que:
a) x > 42 bl <x<2 )x =0 d)x > 1 0<x<1

392. (CESGRANRIO-88) Seja x um numero real positivo tal que x> % . Entdo, o conjunto de tais numeros
€ um intervalo aberto cujo ponto médio é:

1 1
a)—4— b)T ¢ 1 d) 2 €) 3

393. (ITA-88) Sejam f e g funcdes reais de varidvel real definidas por

109 = tax® D e g(9) = —=
=x

a) |0, ¢ b) |0, 1] c) le,e+1] d) |-1, 1] e) |1, +oo|

. Entdo, o dominio de f Og é:

Nota: fog € a lei definida por ( fog)(x) = f(g(x)) para cada x de seu dominio.
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